План лекции № 1.


На настоящий момент теория экономического роста занимает центральное место при изучении макроэкономики. Основное внимание в теории экономического роста уделяется анализу долгосрочных тенденций экономического роста. Так большинство экономистов считает, что изучение долгосрочных тенденций экономического развития является намного более важным, чем анализ краткосрочных тенденций. Основная цель данного спецкурса объяснить причины этих долгосрочных тенденций и проанализировать как экономическая политика может влиять на рост уровня жизни.


Настоящий курс охватывает основные модели теории эк. роста, появившиеся с нач50-х гг 20-ого века.


Обычно под экономическим ростом понимают рост уровня жизни и благосостояния граждан. Наиболее часто уровень жизни измеряют среднедушевым доходом или потреблением (ВНП, ВВП, НД деленный на численность населения или рабочей силы). Эти показатели обычно называют показателями эк. роста.

Теория экономического роста позволяет найти некоторую траекторию оптимального развития экономики. В этом случае для отыскания оптимальной траектории развития решается задача оптимального управления, в которой могут быть использованы различные критерии оптимизации. Например, в качестве критерия оптимизации могут рассматриваться максимизация среднедушевого потребления или дохода, максимизация функции полезности потребителей и т.д. 

На эк. рост оказывают влияние следующие факторы, которые можно условно на 3 группы: экономические, политические и демографические.

Перечислим кратко эти факторы, а потом подробно остановимся на некоторых из них.

Величина производственного капитала в экономике. Может использоваться как текущая величина производственного капитала, так и на некоторый начальный момент. При проведении практических расчетов возникают значительные проблемы при получении статистического ряда значений этой величины. В некоторых случаях вместо первоначальной величины капитала может быть использованы ВНП, национальный. доход на душу населения на начальный момент времени. 

Что касается первоначального запаса капитала в экономике, то его воздействие на экономический рост объясняется гипотезой условной сходимости Барро, основывающейся на неоклассической предпосылке о падении доходности капитала. Гипотеза условной сходимости подразумевает, что темпы экономического роста обратно пропорциональны первоначальному количеству капитала в экономике. Это в свою очередь означает следующее: низко развитые страны с небольшим количеством капитала имеют тенденцию расти быстрее, чем высокоразвитые страны, у которых запас капитала больше. Однако Барро и Сала-Мартин оспорили утверждение, что бедные страны обязательно должны расти быстрее, чем богатые. Согласно их новой эконометрической модели экономический рост должен находиться в обратной зависимости от расстояния экономики до точки сходимости. Только при условии, что все экономики должны сходиться к одной и той же точке сходимости, бедные страны будут расти быстрее, чем богатые. Но поскольку на экономический рост влияет большое число факторов, т.е. страны различаются по уровню технологического развития, склонности к сбережению, налоговым системам, то и сходиться они будут к разным точкам сходимости и с разной скоростью. Концепция сходимости, в соответствии, с которой темпы роста экономики находятся в обратной зависимости от ее расстояния до точки сходимости, получила название "условной сходимости".

Иллюстрация гипотезы условной сходимости. Модель Солоу

Y=F(K,L) – линейно-однородная производственная функция

Y –объемы произв-ва в эк-ке, K – объемы исп. основного капитала, L – численность трудоспособного населения

y=Y/L, k=K/L, y=f(k)=F(k,1)

снижение отдачи от капитала f’(k)<0

y=c+i, где c – сбережения в расчете на одного работника, i – инвестиции в расчете на одного работника

c=(1-s)y, i=sy, s=const - норма сбережения
( - норма выбытия капитала k

Соотнося все выше указанные уравнения, получаем:

изменение капитала 
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k= s f(k) -(k => s f(k)=(k k*- решение этого уравнения
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По мере приближения к состоянию устойчивого равновесия темпы роста 
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y замедляются.

Следующие факторы имеют отношение к числу и качеству трудовых ресурсов. Это численность рабочей силы и уровень ее образования на текущий и первоначальный момент времени. Влияние первоначального уровня образования населения на экономический рост объясняется при помощи теорий технологической диффузии. В соответствии с этими теориями высокий первоначальный уровень образования, который повышает способность рабочей силы обучаться и использовать новые технологии, оказывает положительное воздействие на темпы экономического роста.

Перечисляемые далее факторы экономического роста в существенной степени зависят от действий правительства и экономических агентов.

Объемы инвестиций - чем больше инвестируется, тем выше темпы экономического роста. Этот фактор всегда оказывает значительное влияние на экономический рост. В литературе, посвященной экономическому росту, инвестиции, необходимые для замены устаревшего и создания нового запаса капитала, традиционно считаются движущей силой экономического роста. В современных экономических исследованиях делается упор на ведущую роль инвестиций в процессе роста, поскольку они оказывают влияние и на ряд других факторов экономического роста, а именно повышают уровень образования человеческого капитала, способствуют технологическому прогрессу и росту общей производительности факторов.

Объем инвестиций в экономике зависит от прибыльности и риска инвестиционных проектов, на которые в свою очередь воздействуют макроэкономическая и политическая стабильность, а также степень государственного вмешательства в экономику. Макроэкономическая и политическая нестабильность, которая уменьшает прибыльность инвестиций и увеличивает их риск, препятствует эк. росту. Что касается влияния активности государства в экономике на инвест. процесс, то этот вопрос достаточно сложен и противоречив.

Для достижения устойчивых темпов роста правительству особенно целесообразно стимулировать инвестиционный процесс в отраслях, обладающих потенциалом для долгосрочного роста. ДеЛонг и Саммерс представили эмпирические доказательства положительной взаимосвязи между инвестициями в машиностроение и оборудование и темпами роста ВНП. Согласно некоторым исследованиям, инвестиции в отрасли с высокой долей добавленной стоимости в странах с высокоразвитой рабочей силой в наибольшей степени способствует экономическому росту

Следующий фактор - степень искажения рынка. В качестве характеристики степени искажения работы рыночного механизма можно взять долю государственного потребления в ВНП или нац. доходе. Налоги, которые правительство использует на финансирование государственного потребления, снижают доходность частных инвестиций, искажая, таким образом работу рыночных стимулов. Чем больше доля государственного потребления в ВНП, тем сильнее степень искажения эффективности работы рынка, а значит и ниже темпы роста.

Обратная зависимость между долей гос. потребления в ВНП и экономическим ростом была найдена и в ряде эконометрических исследований, хотя данная зависимость не всегда являлась строго значимой.

Необходимо отметить, что процесс влияния государственного потребления на темпы роста ВНП достаточно сложен: существует некоторая двойственность между положительным воздействием правительственных услуг на благосостояние общества и негативным влиянием налогообложения на работу рыночного механизма. Так по мнению некоторых специалистов низкий уровень государственных расходов, не вызывающий сильного искажения деятельности рынка посредством высоких налоговых ставок, благоприятно действует на экономику, так как правительство обеспечивает важные функции в экономике.

Что касается влияния отдельных компонентов государственных расходов на экономический рост, то никакой из различных компонентов государственных расходов не имеет всегда строго значимого влияния на экономический рост. Например, государственные расходы на образование могут иметь положительное незначимое влияние на рост, тогда как государственные расходы на оборону могут оказывать значимое положительное влияние на экономический рост. 

Отдельно можно сказать про роль других компонентов государственных расходов. Так, например, Истерли и Ребело установили, что государственные расходы на инфраструктуру (транспорт и коммуникации) стимулирует экономический рост, увеличивая социальный доход на частные инвестиции. Однако в то же время инвестиции в государственные предприятия оказывается негативно коррелированными с эк. ростом.

Макроэкономическая стабильность, характеризующаяся низким и стабильным уровнем инфляции, умеренной ставкой процента и отсутствием дефицита государственного бюджета, способствует экономическому росту. Стабильность макроэкономической ситуации является необходимым условием роста. В качестве показателей макроэкономической стабильности используются уровень инфляции и ее среднее квадратичное отклонение. Фишер первым эмпирически подтвердил отрицательное влияние макроэк. нестабильности, характеризующейся высокой инфляцией и бюджетным дефицитом, на рост. Воздействие макроэк. стабильности на темпы роста происходит главным образом через неопределенность.

Во-первых, высокий уровень инфляции сокращает темпы роста через снижение роста производительности труда. Это происходит потому, что вызванная политикой правительства макроэкономическая неопределенность уменьшает эффективность работы механизма ценообразования. Это отмечается в работах Лукаса.

Во-вторых, высокая инфляция уменьшает приток инвестиций в экономику, так как временная неопределенность в отношении макроэкономических тенденций приводит к тому, что инвесторы откладывают решение об инвестировании в ожидании дальнейшего разрешения неопределенности.

В-третьих, высокие процентные ставки снижают объем инвестиций, так как только небольшая часть инвестиционных проектов является рентабельными при высокой стоимости заемных средств.

В-четвертых, высокий, бюдж. дефицит препятствует росту экономики в связи с тем, что привлечение частных инвестиций на его покрытие вытесняет инвест. ресурсы из реального сектора производства.

Уровень политической стабильности в стране рассматривается в качестве еще одного фактора экономического роста. Политическая стабильность, которая способствует установлению умеренных процентных ставок за счет снижения премии за риск, стимулирует рост за счет привлечения инвестиций в экономику. Влияние политической стабильности на экономический рост часто измеряется при помощи индекса политической стабильности Барро, который представляет собой среднее (за пятилетие) число политических убийств в стране на миллион жителей в год и числа революций и переворотов в год. Влияние революционных процессов и военных переворотов на политическую стабильность государства рассматривалось в работах Левина и Ренэ, которые установили, что индексы революций и переворотов не являются строго значимыми в регрессионных уравнениях.

Несмотря на результаты эмпирических исследований, можно говорить о том, что политическая нестабильность оказывает отрицательное влияние на рост за счет резкого сокращения инвестиций. Во-первых, политическая нестабильность обычно приводит к значительной неопределенности в отношении переменных, которые являются ключевыми при принятии решения об инвестировании: инфляции и процентной ставки. Во-вторых, политическая нестабильность, выражающаяся в быстрой смене правительств, также может воспрепятствовать инвестициям, если в результате происходят изменения основных "правил игры" (законы об инвестициях, права собственности, законодательство о налогообложении) и, в частности, когда увеличивается опасность экспроприации. В-третьих, политическая нестабильность часто связана со слабой судебной системой, коррупцией и незащищенными правами собственности, что увеличивает стоимость инвестиций.

Демографические изменения в стране (рост населения) также воздействуют на эк. рост. Высокий рост населения уменьшает темпы роста. ВНП, так как прирост ВНП приходится на большее число людей.

В большинстве случаев модели экономического роста имеют следующий вид

· системы дифференциальных уравнений;

· системы дифференциальных уравнений с критерием оптимальности;

· уравнений регрессии.

Пример модели экономического роста, основанной на уравнении регрессии.
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t – рассматриваемый год;

yt – среднедушевой ВНП в году t;
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 - темп прироста среднедушевого ВНП в году t;

Y0 – ВНП в начальный момент времени (вместо первоначального запаса капитала)

st – доля инвестиций в ВНП

Lt – численность населения в году t;
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 - темп прироста численности населения;

e0 – начальный уровень образования,

gt – доля государственного потребления в ВНП; чтобы изучить влияние отдельных компонентов государственных расходов надо включить их в уравнение (доля государственных расходов в ВНП, направляемых на образование и оборону);

it – темп инфляции в году t;

(t – стандартное отклонение инфляции от среднего наблюдаемого значения в стране году t;

pt – индекс политической стабильности Барро году t.

ai – константы в уравнении регрессии, которые определяются МНК, при этом  выборка стран должна исключать страны-производители нефти, т.к. экономика этих стран подвержена изменению мировой конъюнктуры цен на нефть. Выборка должна исключать страны, данные по которым считаются ненадежными. Например, существует классификация Саммерса-Хестона стран, статистические данные которых ненадежны.

Модель Солоу-Свaна

Y=F(K,L) – производственная функция. Производственная функция линейно-однородна, если справедливо

F((K,(L)=(F(K,L)=(Y для любого (>0.
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 Y=I+C, (1.1)

 I=sY,   0<s<1,    s(const, 
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где Y — выпуск продукции, I — валовые капиталовлож., C — потребление, K — объем производств. фондов, L — трудовые ресурсы, s — норма накопления, ( — норма выбытия основного капитала, n — темп прироста трудовых ресурсов, a — темп капиталосберегающего НТП, b — темп трудосберегающего НТП, t — время.


В вышеуказанных терминах Y, K, L, I, C представим наиболее важные экономические характеристики. Обозначим через Y/K фондоотдачу, Y/L — производительность труда, K/L — фондовооруженность, C/L — потребление на душу населения, а через 
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 темпы роста соответствующих величин. Темпы роста выпуска, капиталовлож., потребления и инвестиций определим соответственно как 
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Рассм. величину k(t)=
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. Тогда из представления велич. k(t) и соотношений модели (1.1) следует 

K(t)=L0e(n+b)tk(t)                                                                                               (1.2)
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Следовательно, динамика k(t) полностью определяет поведение модели во времени.

Продифференцируем k(t) по времени:
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Таким образом, в зависимости от вида НТП динамика k(t) описывается дифференциальным уравнением
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Теперь выразим с помощью формул (1.2)— (1.5) основные экономические показатели через величину k(t) и отношение 
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Заметим, что   
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Далее из уравнений 
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Так как 
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Таким образом: 
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Далее из условия 
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Определив асимптотическое поведение решения дифференциального уравнения (1.6), мы полностью опишем поведение всей модели в долгосрочном периоде. Рассмотрим сначала случай трудосберегающего НТП.

Случай I (трудосберегающий НТП). Уравнение динамики k(t) представляется следующим образом
: 


[image: image65.wmf]k

&

(t)=sF(k(t),1)-(n+b+()k(t)                                     (1.11)


Асимптотическое поведение решений уравнения (1.11) существенно зависит от вида функции F и от значений параметров s, (, b, n. 

Так, если F(1,0)<
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 получается, что k(t) — монотонно возрастает, 
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Таким образом, в рамках трудосберегающего НТП возможны три типа развития в зависимости от свойств производственной функции F(K,L) и значений нормы накопления s, нормы выбытия основных фондов (, темпов трудосберегающего НТП b и темпа прироста трудовых ресурсов n.
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Из формул (1.2) — (1.5) после элементарных преобразований получаем 
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Из которых, с учетом того, что 
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Итак, в рассматриваемом типе развития в долгосрочном плане основные фонды, выпуск, капиталовложения и потребление растут с темпом, равным сумме темпа прироста трудовых ресурсов и темпа трудосберегающего НТП; фондовооруженность, производительность труда, потребление на душу населения растут с темпом, равным темпу трудосберегающего НТП; фондоотдача стремится к постоянной величине, равной отношению суммы темпов прироста трудовых ресурсов, трудосберегающего НТП и нормы выбытия основных фондов к норме накопления. Долгосрочная динамика экономики, описываемой моделью, полностью определяется темпом прироста трудовых ресурсов и темпом НТП. Изменения нормы накопления, нормы выбытия и вида производственной функции могут, до тех пор пока выполняется неравенство (1.8), оказать лишь кратко- или среднесрочное воздействие на темпы экономического развития.


В рассматриваемом типе развития у модели (1.1) существует траектория, причем единственная, для которой соотношение (1.13) имеет место не только в пределе, но и для каждого момента времени. Такая траектория называется стационарной траекторией, траекторией сбалансированного роста или экспоненциальным решением модели. Следовательно, если выполняется неравенство (1.12), модель имеет единственную траекторию сбалансированного роста, которая является асимптотически устойчивой.


Тип I.2. F(1,+()<
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Учитывая асимптотические характеристики k(t) этого типа экономического развития, из формул (1.7) — (1.10) получаем:
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Таким образом, при типе развития I.2 долгосрочные темпы прироста выпуска, основных фондов, капиталовложений и потребления меньше суммы темпа прироста трудовых ресурсов и темпа трудосберегающего НТП; долгосрочные темпы прироста фондовооруженности, производительности труда и душевого потребления, меньше темпа трудосберегающего НТП; фондоотдача имеет тенденцию к постоянству. Долгосрочные темпы экономического роста в модели определяются при этом типе развития значениями нормы накопления, нормы выбытия, а также конкретным видом производственной функции. Поскольку норма накопления является до некоторой степени управляемым параметром, здесь в отличие от типа I.1, можно говорить о том, что темпы роста являются в рамках модели эндогенными и управляемыми.


Если при некоторой норме накопления s1 в модели выполняется неравенство (1.14), а при другой норме накопления s2 - неравенство (1.12) (очевидно, это возможно тогда и только тогда, когда n+b+(<F(1,+()<+(), то можно считать, что при норме накопления s1, экономика, описываемая моделью, функционирует в условиях явного недонакопления и потеря в долгосрочных темпах роста составляет n+b+(-s1F(1,+().


В рассматриваемом типе развития модель допускает также ситуацию, в которой темпы экономического роста меньше темпа прироста трудовых ресурсов, то есть производительность труда и душевое потребление падают (это происходит, если sF(1,+()-(<n) и даже ситуацию падения абсолютных значений выпуска и основных фондов (это происходит, если sF(1,+()-(<0).

В рассматриваемом случае соотношения (1.15)— (1.17) выполняются для любой траектории модели лишь в асимптотике; траектории, для которой они выполнялись бы для любого момента времени, не существует [3]. Таким образом, если выполняется неравенство (1.14), модель не имеет стационарной траектории.
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Из характеристик асимптотического поведения k(t) в случае выполнения неравенства (1.18) и соотношений (1.7) — (1.10) следует
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В случае I.3 долгосрочные темпы прироста выпуска, основных фондов, капиталовложений и потребления больше суммы темпа прироста трудовых ресурсов и темпа трудосберегающего НТП; темпы прироста фондовооруженности, производительности труда и душевого потребления больше темпа трудосберегающего НТП; фондоотдача имеет тенденцию к постоянству. При этом типе развития долгосрочные темпы экономического роста определяются теми же факторами, что и при типе развития I.2, следовательно, также являются управляемыми. Однако тип экономического развития, описываемый моделью, в данном случае иной. Он характеризуется весьма интенсивным накоплением и одновременно высокой его эффективностью, что позволяет обеспечить более быстрый рост экономики, чем тот, который складывался бы под воздействием демографических факторов и НТП. Этот тип развития может возникнуть как в силу очень высокой нормы накопления, так и из-за недостаточно высоких темпов НТП.

Соотношения (1.19) — (1.21) при типе развития I.3 выполняются для любой траектории лишь в пределе при t(+(, т. е. модель не имеет в этом случае стационарной траектории.

Следует заметить, что неравенство (1.18) предполагает, что возможен ненулевой выпуск при нулевом количестве трудовых ресурсов, а это, в силу линейной однородности производственной функции, означает возможность неограниченного увеличения объема выпуска только за счет наращивания основных фондов. В рамках концепции производственной функции, предполагающей существенность каждого из рассматриваемых факторов, такая возможность представляется достаточно неестественной. Однако, в реальной экономике мы имеем дело с существенно положительными объемами трудовых ресурсов и основных фондов и в экономически допустимой области их изменения связи между ними могут в ряде случаев наилучшим образом описываться производственной функцией такой, что F(1, 0)>0. Поэтому для отдельных стран и периодов реальный рост экономики может достаточно хорошо описываться типом развития I.3 модели (1.1).

Пример 3.1. Для наиболее часто используемой производственной функции—функции Кобба-Дугласа F(1,0)==0, F(1,+()=+(, т. е. неравенство (1.12) выполняется всегда. Таким образом, в модели (1.1) с производственной функцией Кобба-Дугласа возможен лишь случай I.1.

Пример 3.2. Для производственной функции с постоянной эластичностью замещения факторов (CES — функции), имеющей вид
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Таким образом, в модели (1.1) с производственной функцией CES возможны случаи I.1, I.2, I.3.

Теперь прейдем к изучению случая факторосберегающего НТП экспоненциального вида. При этом производственная функция модели (1.1) (см. случай II) отражает как капиталосберегающий, так и трудосберегающий НТП, и рассмотрим типы развития, присущие этому случаю.

Случай II (факторосберегающий НТП). Уравнение динамики k(t) представляется следующим образом
: 
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Асимптотическое поведение решений уравнения (1.22) существенно зависит от вида функции F и от значений параметров s, (, b, n.

Так, если F(1,0)>0, то 
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k(t)=+( и начиная с некоторого момента времени t k(t) монотонно возрастает; 
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. Начальное условие k(0)=k0>0 определяет характер поведения решения k(t) дифференциального уравнения (1.22) на всем рассматриваемом бесконечном промежутке времени: если sF(k0,1)-(n+b+()k0>0, то k(t) монотонно возрастает, а если sF(k0,1)-(n+b+()k0<0, то k(t) монотонно убывает. Отношение 
[image: image165.wmf]k

k

&

(t) монотонно возрастает и 
[image: image166.wmf]+¥

®

t

lim



 EMBED Equation.3  [image: image167.wmf]k

k

&

(t)=0 [3].

В случае F(1,0)=0, F(+(,1)=+( необходимо знать точный вид производственной функции и на его основе можно определять развитие экономической системы.

Таким образом, в случае факторосберегающего НТП получаем также три различных типа развития экономики.

Тип II.1. F(1,0)>0                                                                              (1.23)

Из асимптотических характеристик капиталовооруженности k(t) этого типа экономического развития, формул (1.7) — (1.10) получаем:
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eatF(1,0)=+(                                    (1.24)

Таким образом,
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Соотношения (1.24), (1.25) показывают, что при этом типе развития темпы прироста выпуска и основных фондов, а также фондоотдача неограниченно растут во времени и стремятся к бесконечности. На сегодняшний момент в реальной действительности неизвестны примеры экономики, в которой на протяжении хотя бы одного длительного (более чем 20— 25-летнего) периода наблюдался устойчивый прирост указанных выше показателей. Чрезвычайно маловероятной является возможность существования такой экономики и с теоретической точки зрения, по крайней мере в рамках общепринятых ныне теоретико-экономических представлений. Некоторые экономисты утверждают, что результаты, полученные для этого типа развития, совершенно нереалистичны и производственные функции с капиталосберегающим НТП и такие, что F(1,0)>0, не могут использоваться в долгосрочном анализе экономического роста. Однако не следует полностью отвергать возможность существования и необходимости исследования этого типа развития. Известны многочисленные примеры использования производственных функций, для которых темпы роста экономических показателей неограниченно растут во времени (например, продуктоувеличивающий НТП).

Пример 1.3. Неравенство (1.23) выполняется для производственной функции CES с эластичностью замещения больше единицы (т. е. при (<0). Значит, модели (1.1) с факторосберегающим НТП и производственной функцией CES с эластичностью замещения больше единицы соответствует тип развития II.1.

Тип II.2. F(+(,1)<+(.                                                                       (1.26)

Учитывая асимптотическое поведение k(t) и 
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Таким образом, в рассматриваемом типе развития при любых темпах капиталосберегающего НТП в долгосрочном плане основные фонды, выпуск, капиталовложения и потребление растут с темпом, равным сумме темпа прироста трудовых ресурсов и темпа трудосберегающего НТП; фондовооруженность, производительность труда, душевое потребление растут с темпом, равным темпу трудосберегающего НТП; фондоотдача имеет тенденцию к постоянству. На долгосрочные темпы экономического развития при этом не оказывают никакого влияния ни темп капиталосберегающего НТП, ни нормы накопления и выбытия, ни вид производственной функции.

Пример 1.4. Неравенство (1.26) выполняется для производственной функции CES с эластичностью замещения меньше единицы (т. е. при (>0), то есть эой функции соответствет тип развития II.2.

Тип II.3. F(1,0)=0, F(+(,1)=+(                                                        (1.27)


Пример 3.4. Рассмотрим функцию Кобба-Дугласа


Y=((eatK)((ebtL)1-( ,                                                                            (1.28)

для которой условия (1.27) очевидно выполняются. Перепишем (1.28) в виде


Y=(K(
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Функция (1.29) соответствует типу развития I.1 и, следовательно,
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Как показывает пример 3.4, в случае II.3 долгосрочные темпы экономического роста зависят от темпов трудо- и капиталосберегающего НТП и от конкретного вида производственной функции. При фиксированных значениях а и b они могут принимать любые значения в интервале (n+b,+(). Следовательно, этот тип развития является промежуточным между типами II.1 и II.3.


Итак, было проведено исследование долгосрочного поведение экономических систем с трудо- и факторосберегающим НТП в модели Солоу-Свена. 

Оптимизационные задачи и их решение. Большинство моделей экономического роста, рассматриваемых в курсе, представляются в следующем виде

J=
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где ([k(t),c(t)] и g[k(t), c(t), t] – некоторая функции от k и c, t, a 
[image: image216.wmf]r

(t) – некоторая функция переменной t.

Эта задача решается с помощью условий Эйлера, которые определяют необходимые условия, но недостаточные условия существования экстремума

Условия Эйлера выписываются для Гамильтониана, который равен

Н==([k(t),c(t)]+v(t)g[k(t), c(t), t]

Итак, условия Эйлера
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 - условие трансверсальности.        (О7)

Решая дифференциальные уравнения (О5) и (О6), получаем решение {k(t); v(t)}. Начальные условия для k(t); v(t) берутся из (O3) и (О7). Следует подчеркнуть, что система уравнений (О5) и (О6) не всегда разрешима в явном виде. Решение этой системы можно искать численными методами, которые реализованы различными вычислительными программами.

План лекции №2.

Модель Рамсея
Основное отличие модели Рамсея от рассматриваемой ранее модели Солоу-Свана заключается в том, что норма сбережения уже не является экзогенно задаваемым параметром, а определяется в рамках модели. Норма накопления определяется из условия оптимальности поведения потребителей, представляемого в модели Рамсея в виде максимизации интегральной функции полезности.

Норма накопления, в отличие от модели Солоу-Свена, уже не является постоянной величиной, а определяется динамикой развития самой экономической системой.

В частности модель Рамсея демонстрирует, что если процесс накопления капитала в экономике происходит согласно «золотому правилу» в модели Солоу-Свена, то происходит неэфф. накопление капитала.

В модели Рамсея рассматривается два типа экономических агентов: домохозяйства (семьи) и фирмы.

Домохозяйства. Относительно поведения д/х делаются следующие предположения. Д/х

· служат источником трудовых ресурсов, за использование которых получают заработную плату;

· получают доход от использования капитала (активов);

· покупают и потребляют товары и услуги;

· осуществляют процесс сбережения и накопления капитала;

· действуют из альтруистических побуждений относительно своих наследников.

Перейдем к составлению уравнений, описывающих поведение домохозяйств. 

L(t)=ent - уравнение роста численности населения,

где L(t) – численность населения,

t – рассматриваемый момент времени,

0 – начальный момент времени.

n – темп прироста численности населения – экзогенно определяемый параметр. 

Следует подчеркнуть, что в этой модели используется следующее упрощение относительно вида уравнения роста численности. Указанное уравнение роста численности населения представлено в нормализованном виде: L(t) равно частному от деления реальной численности в момент времени t на численность населения в начальный момент времени. То есть в качестве одного индивида рассматривается L0 реальных индивидуумов, где L0 численность населения в начальный момент времени.

Делается предположение, что предпочтения отдельных индивидов выражаются некоторой функцией полезности u[c(t)], где c(t)=C(t)/L(t) – среднедушевое потребление, C(t) – общее потребление в рассматриваемой эк. системе. На функцию полезности u[c(t)] накладываются следующие ограничения

u'>0 (полезность возрастает при росте с) и u’’<0 (предельная полезность убывает). Также накладываются условия u’(c) (( при c(0; u’(c)(0 при c(( 

Предположение о том, что каждое домохозяйство стремиться максимизировать свою функцию полезности на бесконечном промежутке времени описывается интегральной функцией полезности

U=
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( - коэффициент дисконтирования. (>0. Свидетельствует о том, что лучше потреблять сейчас, чем потом. Для родителей лучше потреблять самим, чем детям.

( - означает, что рассм. индивид с неограниченной продолжительностью жизни (аналог - семья или династия).

ent – отражает рост числа индивидов в домохозяйствах и описывает тот факт.


В распоряжении каждого индивида есть некоторые активы А, которые мб как предоставленными взаймы (купленные цб, депозиты в банках и т.д.), так и взятыми взаймы. 

a(t)=A(t)/L(t)

Уравнение изменение активов (бюджетное ограничение):   
[image: image222.wmf]a

&

=w+ra-c-na
a – означают активы; a<0 – долги домохозяйств

w – заработная плата;

r – процентная ставка в экономике;

с – потребление одного индивида;

n – темп прироста численности населения.


Следует подчеркнуть, что рассматривается закрытая экономика, поэтому возможность получения средств на внешнем рынке отсутствуют.


Теперь выпишем асимптотическое ограничение на активы
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Докажем справедливость этого асимптотического ограничения на активы. При a(t)>=0 это ограничение справедливо автоматически. Если a(t)<0 (то есть активы, являются долгами), то это неравенство справедливо из ограничений накладываемых финансовым рынком. Перепишем асимптотическое ограничение в эквивал. виде
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Это неравенство справедливо если выражение под знаком интеграла становится положительным с некоторого момента времени. А это справедливо из ограничений накладываемых фин. рынками на рост долгов. В самом крайнем случае, когда идет пост. рост долгов A(t) справедливо следующее: брать в долг нельзя безгранично, поэтому в определенный момент больше в долг не дают, и долги растут A(t) темпом r(t) (равным %ставке). 


В целом темп прироста долгов a(t) не больше r(t)-n, что эквивалентно, темп прироста А(t) не больше r(t). Это доказывает справедливость асимптотического неравенста.


Теперь сформулируем задачу оптимального поведения индивида.

U=
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Эта задача представляет собой оптимизационную задачу, решение которой находится из уравнений Эйлера. Уравнения Эйлера дают необходимые, но недостаточные условия оптимальности. 


Оговоримся сразу, что откинем решение с=0, т.к. оно нереалистично.


Сначала выписывается гамильтониан решаемой задачи. Гамильтониан представляет собой сумму целевой функции и произведения дифференциального уравнения на сопряженный множитель


J=u(c)e-((-n)t+v(w+(r-n)a-c),

v- сопряженный множитель (еще называют present-value shadow price of income).


Теперь выпишем условия (уравнения) Эйлера для Гамильтониана.
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[image: image232.wmf]v

&

=-(r-n)v – это правило Рамсея оптимального накопления (второе уравнение Эйлера)


Также условия Эйлера включают условия трансверсальности
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Продифференцируем по времени первое уравнение и подставим v из первого уравнения и 
[image: image234.wmf]v
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 из второго, то получим. 
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Последнее выражение имеет смысл баланса нормы отдачи на сбережения rate of return to saving (процентная ставка на капитал) и нормы отдачи на потребление rate of return to consumption. Норма отдачи равна разности двух величин. Первая величина показывает, что индивид предпочитает потреблять сегодня, чем завтра. Второе показывает, что индивид предпоч. сглаживать текущее и будущее потребление (т.к. u’’(c)<0). 


Иначе говоря, когда индивид максимизирует свою интегральную функцию полезности, то должен соблюдается указанный баланс.

Введем ряд упрощающих предположений, для облегчения решения уравнений Эйлера, отражающих реальное положение вещей. 

Первое предположение - функция полезности является функцией полезности с постоянной межвременной эластичностью замещения

u(c)=
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, где ( - константа и (>0. 

У этой функции величина предельной эластичности равна 

(=-
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Таким образом, из соотношения (1) следует, что
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Второе упрощение делается относительно изменения процентной ставки r(t). Предлагается вместо нее использовать среднюю процентную ставку на промежутке времени от 0 до t
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Значит решением (2) будет функция с(t)=c(0)e(1/()[
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Изменим условия трансверс-ти в соотв. с получ. результатами. Итак, условие трансверсальности 
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 (условие трансверсальности).

Проинтегрируем второе уравнение Эйлера 
[image: image249.wmf]v
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v(t)=v(0) 
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Из первого ур-я Эйлера следует, что v(0)=u’(c(0))>0, потому что с ≠( (и u’(c(0))>0 до тех пор пока с конечно).


Теперь подставим в условие трансверсальности v(t) и получим
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Теперь после того как вычислили оптим. поведение потребителей, определим оптим. поведение фирм.


Фирмы 

· производят товары, 

· платят заработную плату 

· платят ренту за использование капитала.


Для описания процесса производства в экономике используется производственная функция с трудосберегающим НТП.

Y=F(K,extL) – неоклассическая линейно-однородная производственная функция (с постоянной отдачей от расширения масштабов производства), 
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х – темп НТП, 

K- капитал, 

L – трудовых ресурсов (что эквивалентно численности населения и индивидуумов) 
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Разделим все величины на 
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 - производительность труда в эффективных единицах 
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 - фондовооруженность в эффективных единицах.
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Деятельность фирм направлена на максимизацию прибыли

Profit=F(K, 
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Максимум прибыли достигается при данных значениях 
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 предыдущего равенства и приравнивание производной нулю.

Если экономика находится в состоянии рыночного равновесия, то прибыль равна нулю

Profit=F(K, 
[image: image288.wmf]L

~

)-(r+()K- wL=
[image: image289.wmf]L

~

( f(
[image: image290.wmf]k

~

)-(r+()
[image: image291.wmf]k

~

- w e-xt)=0

· w=[ f(
[image: image292.wmf]k

~

)-f ’(
[image: image293.wmf]k

~

)
[image: image294.wmf]k

~

]ext
Теперь определим те соотношения, с помощью которых состыкуются уравнения описывающие поведение потребителей и фирм.

Положим активы, находящиеся в распоряжении индивидов, равными капиталу в экономике а=k и 
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 (ограничение ресурсов в экономике)

Соответственным образом преобразуются уравнение 
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До настоящего момента рассматривалась децентрализованная экономика, в которой существует конкуренция и рыночные условия.

Парето-оптимальное решение. Определим, является решение, получаемое в модели Рамсея социально оптимальным (Парето-оптимальным). Представим, что рассматривается уже не децентрализованная экономика, а плановая. При планировании развития экономики ставится задача максимизации интегральной функции полезности при ограничении на рост капитала, т.е. решается следующая оптимизационная задача
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Решение этой оптимизационной задачи полностью совпадает с решением, найденным в модели Рамсея (т.к. совпадает постановка задачи). Поэтому, найденные траектории развития экономики в модели Рамсея являются Парето –оптимальными.

Краткое описание модели Рамсея

Еще раз выпишу модель Рамсея
Оптимальное поведение потребителей описывается следующей задачей
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в при наличии упрощающих предположений

u(c)=
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Решение этой задачи получается из условий Эйлера, которые приводят нас к следующему уравнению 
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с(t)=c(0)e(1/()[
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Теперь установим как это решение связано с поведением фирм. Для этого примем, что активы (долги)= капиталу. Тогда бюджетное ограничение преобразуется к след. виду. Все это в эффективных единицах.
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Напоминаю, функция максимизации таже, изменилось ограничивающее уравнение.

Изменяется условие трансверсальности 
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Основополагающее уравнение и его решение в задаче оптимизации поведения потребителей преобразуется к следующему виду
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На поведение фирм накладывается два условия
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Устойчивое состояние в модели Рамсея. Определим устойчивое состояние как состояние экономики, в котором происходит прирост основных экономических показателей постоянными темпами. Например, происходит прирост постоянными темпами фондовооруженности и среднедушевого потребления. (
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=const . Здесь * обозначает устойчивое состояние.

Докажем, что в модели Рамсея в устойчивом состоянии темпы прироста фондовооруженности и среднедушевого потребления равны нулю.
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Продифференцируем последнее равенство по времени
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Выражение в больших скобках > 0. 

Докажем это. Условие трансверсальности переписывается в следующем виде 
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Последний предел равен нулю, если выражение, стоящее под знаком интеграла с некоторого момента времени больше нуля. Отсюда следует, что в устойчивом состоянии (т.е. при t(() выражение под знаком интеграла больше нуля.


Итак, так как выражение в больших скобках > 0, то из (4) следует, что (
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Итак, если (
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Если (
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Таким образом, исходя из полученных противоречий получаем, что (
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В устойчивом состоянии показатели y (производительность труда), k (капиталовооруженность), c (среднедушевое потребление) растут темпом х. В устойчивом состоянии Y, K, С растут темпом х+n. 


Остановимся более подробно на характеристиках устойчивого состояния
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Уравнения (5) и (6) определяют систему уравнений, решая которое можно найти (
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*) среднедушевое потребление и фондовооруженность в устойчивом состоянии. Устойчивое состояние (
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*) является локально асимптотически устойчивым состоянием (этот факт оставим без доказательства).


Теперь докажем, что если процесс накопления капитала в экономике осуществляется согласно золотому правилу, то происходит неэффективное накопление капитала, то есть 
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Из условия трансверсальности => 
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Напомню, что 
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Из (1) => 
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Из (5), (7) и (8) => f ’(
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Теперь рассм. фазовые кривые уравнений 
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Для этого сначала определим кривую (1) 
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Форма кривой (2) обусловлена условиями, накладываемыми на неоклассическую производственную функцию:

1) f “(k)<0

2) f(0)=0

3) f ‘(0)= (

Две кривые (1) и (2) делят область на четыре части
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Это следует из уравнений 
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Изменения в фазовых кривых.

1) растет желание сберегать => (( или (( => 
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2) пропорциональный рост технологии производства f(k) ( ( f(k) или снижение нормы выбытия капитала ( ведет к сдвигу 
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Без доказательства. Рассмотрим функцию Кобба-Дугласа f(
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План лекции №3.


Модель Рамсея открытой экономики

Построим модель Рамсея для открытой экономики. При этом возможно продавать и покупать товары за границей и осуществлять заимствования капитала на внешнем рынке.

Рассматриваются n стран.

i обозначает индекс некоторой страны, i=1,…,n

ai – активы в расчете на одного жителя страны i;

ki – капитал в расчете на одного жителя страны i;

di – размеры долгов или кредитов в расчете на одного жителя страны i;

di= ki- ai
r=ri – ставка процента на используемый капитал;

Бюджетное ограничение для i страны будет следующим
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Предполагается также, что интегральная ф-ция полезности и ф-ция полезности имеет один и тоже вид, но с разными значениями параметров. Следовательно, решение для каждой i страны в кажд отдельном будет след.
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Условие трансверсальности говорит о том, что ai(t) растет темпом меньшим r-ni
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Из условий поведения фирм на конкурентном рынке получаем 
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Подставляя два выше указанных условия в бюджетное ограничение, получаем (в эффективных единицах)
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Заметим, что 
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i равен 0 в закрытой экономике.


В предположении, r(t)(r=const, при исследовании модели Рамсея для открытой экономики можно прийти к парадоксальному выводу (легко доказывается из предыдущих соотношений модели):

· скорость сходимости к устойчивому состоянию равна +(;

· небольшая по своим ресурсам страна в асимптотике при t(+( будет потреблять весь объем выпуска мировой экономики, а остальные страны 0.

Указанный противоречивый вывод указывает на несостоятельность модели Рамсея для открытой экономики.

Модель экономического роста, учитывающая затраты на освоение инвестиций


Предполагается, что выпуск в экономике описывается неоклассической производственной функцией

Y=F(K, extL)=F(K,
[image: image515.wmf]L
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где K - основные фонды (основной капитал), L – трудовые ресурсы, x – темп трудосберегающего НТП, 
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Изменение объема основного капитала в эк-ке представляется как разность инвестиций и выбытия


[image: image517.wmf]K
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( - норма выбытия капитала, I – валовые инвестиции.


Также предполагается, что существуют затраты, связанные с освоением инвестиционных вложений и возрастание этих затрат с ростом инвестиционных вложений по отношению к объему основного капитала

Cost of investment =I((1+((I/K)),

где ((0)=0, (’>0, (’’(0.


Чистый денежный поток фирмы равен 

Net cash flow = F(K,
[image: image518.wmf]L
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w - уровень заработную плату


Предполагается, что стоимость акций каждой фирмы определяется величиной приведенного чистого денежного потока.


Определим среднюю процентную ставку
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Цель фирм состоит в максимизации чистого приведенного денежного потока по переменным L(t) и I(t)

V(0)=
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при ограничениях на изменение капитала (1) и начальном условии K(0)=K0.


Выпишем Гамильтониан поставленной задачи
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Заметим, что v=q
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(см. решение оптимизационных задач в лекции 1).

Тогда для указанной оптимизационной задачи выпишем уравнения Эйлера
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и условие трансверсальности 
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После преобразования уравнений Эйлера с учетом того, что 
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Условие трансверсальности преобразуется к следующему виду
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Введем ряд упрощений:

r(t)=const, и r>x+n

((
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Тогда из (6) следует, что
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Построим фазовые кривые 
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(t) и q(t) уравнений (5), (6), (7) с учетом введенных упрощений
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Из (7) 
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Кривые 
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q=q*=1+b((x+n+()                                       (13)

* - как и прежде обозначает устойчивое состояние. Из (13) следует, что 
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Вычисляя дифференциал dq/d
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[image: image600.wmf]k

~

d

dq

=
[image: image601.wmf])

r

(

b

)

1

q

(

)

k

~

(

'

'

f

b

d

+

×

-

-

×

-

.                                         (15)

В силу свойств неоклассической производственной функции выражение в правой части <0 при q<1+b((r+() (
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 располагается выше q*. Вид кривой 
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Также 
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Фазовые кривые представлены ниже
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AK-модель


Рассматриваемые ранее модели Рамсея и Солоу-Свена (Солоу) относятся к моделям экзогенного роста в силу того, что в устойчивом состоянии темп прироста фондовооруженности (и других экономических показателей) равен темпу НТП, который является экзогенно заданной величиной. Иначе говоря, долгосрочный экономический рост полностью определяется экзогенным параметром – темпом НТП. В рамках этих моделей долгосрочный экономический рост не является эндогенным.


Долгосрочный эк. рост объясняется в рамках рассматриваемых ниже моделей эндогенного роста


Наиболее простейшая и широко распространенная модель эндогенного роста – это AK-модель. При практическом применении эта модель зачастую оказывается неадекватной. 


AK-модель получается из модели Рамсея заменой неоклассической  производственной функции на производственную функцию следующего вида 

y=f(k)=Ak, где А=const>0.


Замечание: Эта производственная функция уже не является неоклассической, т.к. нарушаются условия: f ’(k)(( при k(0, и f ’(k)(0 при k((, и условие f ”(k)<0. 


Итак, опишем подробно AK-модель.


Поведение потребителей (домохозяйств) описывается следующей оптимизационной задачей:

U=
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 (ограничение на изменение активов).

Решая эту оптимизационную задачу, получаем, что потребление описывается следующим дифференциальным уравнением:

(с=
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для решения которого справедливо условие трансверсальности
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Поведение конкурентных фирм в АК-модели описывается следующими равенствами:

y=f(k)=Ak – производственная функция

f ’(k)=A=r+( (условие максимизации прибыли)

w=[ f(k)-f ’(k)k]=0 (состояние рыночного равновесия)

Объединяем уравнения, описывающие поведение потребителей и конкурентных фирм. Полагая, что рассматриваемая модель описывает закрытую экономику, получаем:

a=k (A=K – активы равны основному капиталу)
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=0 (условие трансверсальности)          (3)

c(t)=c(0)e(1/()(A-(-()t                                  (4)

Далее предполагаем, что константа A в производственной функции 

А>(+n,

т.е. средняя производительность капитала такова, что обеспечивает рост потребления ((с>0).


Также справедливо следующее неравенство

(+n>[(1-()/(] (A-(-()+n+(
Доказательство неравенства: U=
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Теперь проанализируем траектории АК-модели. Основной вывод, делаемый из анализа траекторий АК-модели, состоит в том, что темпы прироста среднедушевого потребления, производительности труда и фондовооруженности равны одной и той же константе.

(с=
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Напомню, что в модели Рамсея эти величины в устойчивом состоянии равны нулю.

Подставим (4) c(t)=c(0)e(1/()(A-(-()t в (1) 
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=(A-(-n)k-c и получим
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(t)=(A-(-n)k(t)- c(0)e(1/()(A-(-()t             (5)

Решением этого линейного дифференциального уравнения является

k(t)=(const) e(A-(-n)t+ [c(0)/(]e(1/()(A-(-()t                              (6)

где (=( A-()((-1)/ (+ (/(-n. Из полученных ранее неравенств А>(+n>[(1-()/(] (A-(-()+n+( следует, что (>0.


Подставляя решение k(t) в условие трансверсальности (3) 
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. Так как (>0, то второе слагаемое в фигурных скобках последнего предела (0 при t((. Значит для того, чтобы выполнялось условие трансверсальности const=0. В итоге получаем 

k(t)=[c(0)/(]e(1/()(A-(-()t=(с(t).                   (7)

Так как ( некоторая константа, то (с=(k =(1/()(A-(-()                                  (8)

Из y=Ak => (с=(k=(y.


Таким образом, динамика изменений k(t), c(t) и y(t) следующая: Эти величины, начиная со своего начального состояния k(0), c(0)= ( k(0) и y(t)=А k(0), растут постоянным темпом (1/()(A-(-().

Отметим, что норма накопления 

s=I/Y=(
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Факторы экономического роста в АК-модели. Рост численности населения (параметр n) не оказывает никакого влияния на темпы прироста производительности труда, фондовооруженности и среднедушевого потребления, но объем потребления в целом (C, а не c). Изменение уровня технологии (A), желания сберегать (( и () влияет на темпы прироста перечисленных показателей и уровень этих показателей. Так повышение производительности (большее значение А) и увеличение желания сберегать (меньшие значения ( и () увеличивают темпы экономического роста.


Парето-оптимальность. Если представить существование экономического планирования в экономике, то задачей этого планирования будет являться определение таких траекторий АК-модели, что будет максимизироваться по c(t) и k(t) интегральная функция полезности с ограничением на рост капитала (ограничение ресурсов). Как уже было показано это решение полностью совпадает с найденным нами ранее в задаче оптимизации поведения потребителей. Отсюда вывод, что экономическая система, описываемая АК-моделью, будет развиваться по Парето-оптимальным траекториям.

Односекторная модель эндогенного роста, включающая факторы физич. и человеческого капитала.


Предполагаем, что выпуск в экономике описывается следующей неоклассической производственной функцией с постоянной отдачей от расширения масштабов производства

Y=F(K,H), 

которая зависит от фактора K физического капитала (основных фондов) и фактора H – человеческих ресурсов.

Y=F(K,H)=Kf(H/K), где f ‘(H/K)>0.


Дальнейшие предположения:

· выпуск расходуется на потребление, инвестиции в физический капитал и инвестиции в человеческий капитал (например, получение образования)

· физический капитал выбывает темпом (K

· человеческий капитал выбывает темпом (H
· население постоянно L=const, т.е. изменения в человеческом капитале вызваны только чистыми инвестициями (инвестиции- выбытие)

· цена за использование физического капитала равна RK, человеческого - RH
· за использование 1 единицы человеческого капитала (или основного капитала) домохозяйства получают цену RH (или RK) и при этом выбывает (H человеческого капитала ((K. основного капитала). Поэтому в состоянии рыночного равновесия отдача от физического и отдача от человеческого капитала равны процентной ставке RK-(K= RH-(H=r 

Каждая фирма максимизирует прибыль, которая в состоянии рыночного равновесия равна нулю

Profit=F(K,H)-RK(K-RH(H.

Это дает следующие равенства ((Profit)/(K=0 и ((Profit)/(H=0
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Вычитая, из первого равенства второе получаем

f(H/K)- (1+H/K) f ‘ (H/K) =(K-(H

Существует единственное решение H/K последнего уравнения, т.к. функция, стоящая слева в предыдущем неравенстве является монотонно убывающей от +( до -(.


Положим теперь А= f(H/K)=const (равенство константе справедливо в виду того, что H/K=const как решение предыдущего уравнения). Теперь производственная функция принимает вид Y=AK. Таким образом, рассматриваемая модель сводится к АК-модели и для этой модели справедливы выводы, делаемые для АК-модели. Так потребление C, выпуск Y, и физический капитал K растут одинаковыми темпами. Следует заметить, что темп прироста человеческого капитала H равен темпу прироста физического капитала K (в силу того, что А= f(H/K)=const).

Модель, описывающ. накопление опыта и знаний в процессе производств. деятельности (модель Ромера)

В основу этой модели легли два предположения.


Первое предположение. В процессе своей деятельности каждая фирма накапливает опыт и знания, позволяющие работать более эффективно. Например, можно полагать, что чем больше основных фондов использует фирма, тем большим опытом и знаниями обладает фирма. Для i фирмы выпуск описывается неоклассической производственной функцией:

Yi=F*(Ki,AiLi),

где Ai – индекс знаний и опыта, накопленных i фирмой.


Второе предположение. Знания, полученные одной фирмой, могут быть использованы другими фирмами для повышения эффективности работы. То есть изменение индекса 
[image: image633.wmf]i
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 фирмы зависит от знаний, полученных другими фирмами в процессе производственной деятельности (что в данном случае эквивалентно зависимости от общего изменения объемов основных фондов 
[image: image634.wmf]K
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 в экономике).


Хотя существуют ограничения (патенты, лицензии и т.д.) на использование знаний, опыта и нововведений, но в нашей модели этим пренебрежем.


Для простоты анализа положим, что численность населения не меняется L(t)=L=const.


Таким образом, для i-фирмы сделаем замену Ai на K, одновременно заменив F* на F, получим

Yi=F(Ki,KLi)


Для каждой фирмы прибыль равна 

Profit= Li [f(ki,K)- (r+()ki-w],

где f(ki,K)=F(Ki,KLi)/ Li, r – ставка процента, ( - норма выбытия капитала, w – заработная плата. Величины r, (, w являются внешними (экзогенными).


Условие максимизации прибыли и условие равенства прибыли нулю, справедливые в состоянии рыночного равновесия дают следующие равенства

( f(ki,K)/(ki=f1(ki,K)=r+(                                  (1)

(Yi/(Li=f(ki,K) – ki f1(ki,K)=w,

где f1(ki,K) – частная производная по первому аргументу, кот назовем предельн продуктом частного капитала.


Так как мы рассматриваем децентрализованную экономику, то можно считать, что поведение фирм в состоянии рыночного равновесия подобно: ki=k, K=kL. Откуда следует с учетом L =const

f(ki,K)/ ki= 
[image: image635.wmf]f
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(K/ ki)= 
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(L)= const =>                                       (2)

=> производственная функция в этой модели имеет вид производственной функции в АК-модели. Также заметим, что
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’(L)>0 и 
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Предельный продукт частного капитала может быть выражен через 
[image: image639.wmf]f
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(L)

f1(ki,K)= 
[image: image640.wmf]f
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(L)-L
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’(L)     (=r+( см. (1)).

Из последнего равенства следует, что f1(ki,K)< 
[image: image642.wmf]f

~

(L).


Динамика развития. В итоге, получаемая модель сходна с АК-моделью. Отличие состоит в виде производственной функции, но оно не влияет на получаемое решение оптимизационной задачи. Поэтому воспользуемся, формулой решения в АК-модели 

(с=
[image: image643.wmf]c
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Из (1) и (2)=> r =f1(ki,K)-(=
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(L)-L
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Как и в АК-модели темп прироста среднедушевого потребления равен некоторой константе (пока L=const). Выберем такие значения параметров, чтобы темпы прироста среднедушевого потребления были положительны и интегральная функция полезности была ограничинена:
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(L)-L
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’(L)> (+(> [(1-()/(] (
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(L)-L
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’(L)-(-()+( (это неравенство доказывается также как и в АК-модели).


Проводя аналогичные рассуждения и вычисления как при анализе АК-модели, получаем, что (с =(k =(y =(1/()[
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Как показывает предыдущее равенство темпы экономического роста зависят от численности населения: изменяется численность населения, следовательно, изменяются темпы роста.


Парето-неоптимальная траектория и государственная экономическая политика. Ответим на вопрос как экономическое развитие в рассматриваемой модели соотносится с социальным оптимумом. Так социальный оптимум выражается в максимизации 

U=
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Для решения этой задачи выпишем гамильтониан

J=e-(t(c1-(-1)/(1-()+v[
[image: image659.wmf]f
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Решение определяется из условий Эйлера Jc=0, 
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Проводя аналогичные рассуждения как в модели Рамсея, получаем, что при социальном оптимуме (при Парето-оптимальности)

(с(social planner)=(1/()[
[image: image662.wmf]f
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Сравнивая темпы прироста среднедушевого потребления в исследуемой модели

(с =(1/()[
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с Парето-оптимальными (с(planner)=(1/()[
[image: image665.wmf]f
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получаем, что (с(planner)> (с. То есть экономическое развитие в модели, описывающей накопление опыта и знаний, не является социально оптимальным. Можно достичь социального оптимума, например, за счет предоставления льготных инвестиций, которые увеличивают капиталовооруженность k на L
[image: image666.wmf]f
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Пример. Рассмотрим производственную функцию Кобба-Дугласа

Yi=A(Ki)((KLi)1-(.

Следовательно y/k=
[image: image667.wmf]f
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(L)= AL1-( и 

(с =(1/()[ A(L1-(- (- (]

(с (social planner)=(1/()[ AL1-(- (- (]


Для достижения социального оптимума необходимо увеличивать капиталовооруженность k на (1- ()AL1-(. 

План лекции №4


Исследование АК-модели показало, что на долгосрочные темпы эк. роста оказывает влияние изменение технологии производства, которое выражается в изменении константы А в производственной функции.


Влияние государства на экономику отражается на изменении технологии производства (изменении А). Изменение технологии производства происходит за счет использования в производственном процессе общественных товаров и услуг (производственная инфраструктура, защита прав собственности и т.д.), в целом повышающих эффективность экономической деятельности. Таким образом, следуя основным положениям АК-модели, на долгосрочные темпы роста существенное воздействие оказывает государство.

В описываемых ниже в моделях экономического роста воздействие государства на производственный процесс представляется как изменение технологии производства. 

Модель эк. роста, включающая государственный сектор (с производственной функцией Кобба-Дугласа)

Гос-во оказывает существенное влияние на эк-ку, обеспечивая развитие инфраструктуры произв-ва, защиту прав собственности и т.д. Свою деятельность государство финансирует за счет налоговых поступлений. В основе рассматриваемых моделей эк. роста, включающих гос. (общественный) сектор, лежат предположения

· часть выпускаемой продукции используется государством;

· производимые гос. сектором общ. товары и услуги (дороги, суды и тд), использ. фирмами-произв-лями

· потребление фирмами общественных товаров и услуг не уменьшает их количества;

· все фирмы имеют равный доступ к общественным товарам и услугам

· рассматривается децентрализованная экономика.


Перейдем к построению модели. Производственная функция для i-фирмы имеет вид

Yi=ALi1-(Ki(G1-(  0<(<1                           (1)

где G обозначает общественные товары и услуги, потребляемые фирмами-производителями. Производственная функция (1) при условии постоянства G обладает убывающей пред отдачей при росте использования ресурса К (
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 <0). Если увелич. объемов использов. ресурса K происх при росте G, то предельная отдача не убывает.


Для простоты изложения полагаем, что L(t)=L=const. 

Доля государственного потребления G составляет долю ( от объемов выпускаемой продукции

G=(Y, (=const (ставка налога).                          (2)

Подставляя (1) в (2), получаем G=(Y=( AL1-(K(G1-(=( ALk(G1-( => 

G=(( AL)1/(k                                               (3)


Каждая фирма i максимизирует прибыль после уплаты налогов 

after-tax profit = Li[(1-() ALi1-(Ki(G1-( - w – (r+()ki], (max по ki),

которая в условиях рыночного равновесия равна нулю. Следовательно,

r+(=(1-() ((Yi/(Ki)=(1-() ( Ak-(1-()G1-( (где ki=k).         (4)

Подставляя (3) в (4), получаем r+(=(1-() (A1/((L()(1-()/(.                              (5)

=> (Yi/(Ki= (A1/((L()(1-()/(=const => производственная функция в этой модели имеет вид производственной функции в АК-модели.

Правая часть последнего равенства не зависит k, а зависит от ( и L, которые по предположению равны константе. Последнее равенство позволяет утверждать, что рассм. модель является АК-моделью, в которой А=(1-() (A1/((L()(1-()/(. Воспользуемся результатами, полученными для АК-модели. Так темпы прироста ср/душевого потребления, производительности труда и фондовооруженности равны одной и той же константе:

(=(с =(k= (y =
[image: image669.wmf]c
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/c = (1/()((1-() (A1/((L()(1-()/(-(-()                      (6)

Темпы прироста среднедушевого потребления ( зависят от ставки налога (. Множитель 1-( в (6) отражает негативный эффект, оказываемый налогообложением на эк. рост, а множитель ((1-()/( описывает положительное влияние общественных товаров и услуг.

Исследуем зависимость темпов эк. роста от ставки налога (. Вычислим первую производную по ( в (6)


[image: image670.wmf]t

¶

g

¶

=(1/()(A1/( L(1-()/( ((1-()/( 
[image: image671.wmf]t

t

-

×

a

a

-

1

1

.

При (<1-(, функция ( возрастает, а при (>1-( функция ( убывает (см. график), достигая своего максимума при

[image: image748.wmf]0
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При (<1-( увеличение объема потребления общественных товаров и услуг и рост налогообложения оказывает положительное влияние на экономический рост. При (>1-( увеличение объема потребления общественных товаров и услуг и рост налогообложения ведет к снижению темпов экономического роста.

Выберем такую ставку налога (, чтобы темпы прироста ср/душ потребления были максим (=1-(    (7).

Предельный продукт товаров и услуг, производимых гос. сектором, равен (получаем из (1) и (7))

(Y/(G=(1-()(Y/G)=( 1-()/(=1.


В рассматриваемой модели для заданной ставки налога ( максимизировалась интегральная функция полезности. Далее для рассчитанных темпов экономического роста определялась ставки налога (, которая максимизировала бы темпы экономического роста. Решение указанной задачи совпадает с решением оптимизационной задачи, в которой интегральная функция полезности одновременно максимизурется по с(t) и (. Следует подчеркнуть, что такое совпадение справедливо только в том случае, если выпуск описывается производственной функцией Кобба-Дугласа (1). Докажем указанное совпадение решений.

Следуя (6), c(t)=c(0)e(t. Подставим это решение в интегральную функцию полезности U=
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Подставляя в производственную функцию (1) и (3) G=(( AL)1/(k при t=0

Y(0)=AL [k(0)]([G(0)]1-(= A1/((L()(1-()/(K(0).               (9)

С учетом соотношений C(0)=Y(0)-G(0)-I(0), I=
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, G(0)= ( Y(0), I(0)=(((()K(0) и с(0)= C(0)/ L, получаем

с(0)={(1-() A1/((L()(1-()/(-(-(}(k(0).                                (10)

Из (6) (= (1/()((1-() (A1/((L()(1-()/(-(-(), находим что 

(1-() A1/((L()(1-()/(=(((+(+()/(.

Подставляя в (10), получаем                   с(0)={ [(((+(+()/(]-(-(}(k(0).                                 (11)

Далее подставляя последнее выражение в интегральную функцию полезности, получаем

U=
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Учитывая, что (-(((1-()>0 и (из (11)) [(((+(+()/(]-(-( >0 (следует после преобразования условия трансверсальности) и [(((+(+()/(]-(-( >0 (из (11)), то U является монотонно возрастающей функцией от (. Значит максимизация ( по ( эквивалентно максимизации интегральной функции полезности U по (. Таким образом, мы доказали совпадение решений двух задач.


Парето-оптимальность. Если провести вычисления аналогично модели Рамсея, отметим, что если выпуск, описывается производственной функцией Кобба-Дугласа, и соблюдается максимальный по ( темп прироста среднедушевого потребления, то найденные в этом случае траектории развития являются Парето-оптимальными, т.е. на них достигается социальный оптимум.


Иначе говоря, задача максимизации интегральной функции полезности с ограничением 

Y=AL1-(K(G1-(=C+G+
[image: image679.wmf]K

K

d

+

&

 имеет решение следующего вида 


[image: image680.wmf]g

(social planner)= (1/()((1-() (A1/((L()(1-()/(-(-().

А это совпадает с найденным ранее решением при условии максимизации темпов роста по (.

Модель эк. роста, включающая государственный сектор (с производственной функцией общего вида)


Рассмотрим еще одну модель экономического роста, включающего государственный сектор. В этой модели нет ограничений, накладываемых на вид производственную функцию. В предыдущей модели эти ограничения были – использовалась производственная функция Кобба-Дугласа.


Для i фирмы выпуск описывается следующей функцией

Yi=AKif(G/Y) (f ‘ >0 и f ”<0)

Условия, накладываемые на производственную функцию, отражают тот факт, что рост потребления общественных товаров и услуг ведет к снижению эффективности производства, и как следствию к уменьшению объемов выпуска. Иначе говоря, при постоянном значении G и росте Y, объемы производства каждой отдельной фирмы i уменьшаются. Также рост объемов общественных товаров и услуг ведет к увеличению объемов производства фирм.

Полагая Y/G=(=const, условие максимизации прибыли после уплаты налогов 

after-tax profit = Yi - wL – (r+()Ki ( max (по Ki)

дает следующее уравнение r+(=(1-() ((Yi/(Ki)=(1-() Af(() => (Yi/(Ki=const => производственная функция в этой модели имеет вид производственной функции в АК-модели..


Как и в предыд модели воспользуемся результатами АК-модели: (=(с=
[image: image681.wmf]c
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Зависимость между темпами экономического роста ( и ставкой налога ( является такой же как и в рассматриваемой ранее модели (см. график выше).


Найдем такую ставку налога (, которая максимизировала бы темпы прироста среднедушевого потребления (с. Берем производную от (с по переменной ( и приравниваем ее нулю    f(()=(1-() f ‘(().          (11)

Учитывая последнее равенство, как и в предыдущей модели получаем       (Y/(G=1.                                       (12).


Без доказательства. Если выполняется условие (11) или (12), то экономическое развитие будет Парето-оптимальным и будет достигаться максимум интегральной функции полезности потребителей.


Защита прав собственности. Деятельность государства, направленная на защиту прав собственности (полиция, суды, национальная безопасность), в математической форме можно представить как некоторую вероятность защитить права собственности. Если учесть, что лучшая защита прав собственности дает большую эффективность производства, то, представляя в предыдущей модели функцию f как вероятность p= p (G/Y), получаем модель, которая позволяет исследовать зависимость государственных затрат на защиту прав собственности и темпами экономического роста.
Двухсекторная модель эндогенного роста: производство и образование
Модель Солоу-Свана и модель Рамсея являются моделями экзогенного роста, так как в этих моделях долгосрочные темпы экономического роста определяются темпом НТП – экзогенно задаваемой величиной.

АК- модель и модели сводимые к ней модели представляют собой модели эндогенного роста, в которых долгосрочный экономический рост объясняется свойствами производственного процесса (неубывающей отдачей от использования основного капитала).

Рассматриваемые ниже модели представляют собой модели эндогенного роста, в которых эк. рост определяется в рамках самой модели как следствие НТП, повышения образования и квалификации раб. силы.

Рассматриваемая далее модель впервые предложена в работах Rebelo (1991). В этой модели предполагается наличие двух секторов в экономике – производства и образования. Первый сектор –производство - выпускает товары (и услуги), которые служат для конечного потребления или могут быть использованы для инвестиций в физический капитал (основные фонды). Второй сектор – образование – производит человеческий капитал, используя при этом человеческий и физический капитал. Величина выпуска в этих секторах экономики описывается, следующими производственными функциями:

Y=C+
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Y – величина выпуска конечной продукции, используемой для потребления и инвестиций в физический капитал, C – потребление, K – физический капитал, H человеческий капитал, ( - норма выбытия обоих видов капитала, A=const>0 и B=const>0 технологические константы (опред технологию производств в секторах), v=const и u=const определяют долю физического и человеческого используемого в секторе «производство», 1-v и 1-u определяют долю физического и человеческого используемого в секторе «образование». Причем 0(v(1 и 0(u(1. Также предполагается постоянство во времени численности рабочей силы L=const.


Следующее важное предположение относительно параметров ( и (
( > (
отражает тот факт, что человеческий капитал Н используется в секторе «образование», более эффективно, чем в секторе «производство». 


В этой модели определяется максимум интегральной функции полезности U=
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e-(tdt(max по С(t). (Здесь С(t) не среднедушевое потребление, а потребление. Впрочем, при условии постоянства трудовых ресурсов эта функция эквивалентна интегральной функции полезности, в которой используется вместо величины потребления величина среднедушевого потребления)


Итак, двухсекторная модель эндогенного роста включает в себя интегральную функцию полезности и два уравнения, описывающие изменение физического и человеческого капитала:

U=
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Гамильтониан для этой задачи представляет собой:

J==
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[A(vK)((uH)1-(-C-(K]+([B[(1-v)K]([(1-u)H]1-(-(H],

где ((t) и ((t) –множители Лагранжа (сопряженные множители).

Соответственно условия Эйлера для этой оптимизационной задачи
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Из условий Эйлера, после взятия частных производных от Гамильтониана, получается система из трех дифференц. уравнений относительно неизвестных функций C(t), ((t) и ((t). Решая эти уравнения, получаем, что

(С=
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Следует заметить, что величина A((vK/uH)-(1-()-( является отдачей от использования основного (физического) капитала и равна ставке процента r. Если сравнить рассматриваемую модель с моделью Рамсея и АК-моделью, то во всех этих моделях получается аналогичная зависимость между темпами прироста потребления и чистым предельным продуктом капитала.


Условия равенства отдачи на физический и человеческий капитал в обоих секторах экономики 

r =( [A(vK)((uH)1-(] /(K - (= ( [B[(1-v)K]([(1-u)H]1-(] /(K - (=( [A(vK)((uH)1-(] /(H - (= 
 = ( [B[(1-v)K]([(1-u)H]1-(] /(Н - (
дают следующее равенство
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Пусть p=(/(. Назовем это отношение теневой ценой человеческого капитала в товарных единицах. Если мы найдем ((t) и ((t) из условий Эйлера, и разделим ((t) на ((t), то получим

p=(/(=(A/B)((/()([(1-()/(1-()]1-((vK/uH)(-(,

что цена p зависит от отношения величины физического капитала К, используемого в секторе «производство» к величине человеческого капитала Н, используемого в секторе «образование». 


Для (р  справедливо      (р=
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где (=(A/B)((((((((((()((((()](((.


Используем теневую цену p для определения величины суммарного выпуска двух секторов экономики, которая равна сумме выпускаемой продукции Y в секторе «производство» и общих инвестиций в сектор «образование» в ценах p (=величине человеческого капитала, производимого в секторе «образование»)

Q=Y+p(
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Основные выводы модели: Модель полностью описывается поведением трех величин u, C/K и K/H (параметр v исключен в силу (1)). Без доказательства отметим, что существует некоторое устойчивое состояние, в котором u, C/K и K/H равны константе. В этом устойчивом состоянии величины C, K, H растут одними и тем же темпом (=(С), одним и тем же темпом растут Y и Q. В устойчивом состоянии темы роста выше перечисленных экономических показателей не зависят от абсолютных значений К, Н, С, а зависят от значений u и K/H, которые равны константе. Теневая цена p в устойчивом состоянии равна константе. Так как выполняется неравенство ( > (, то (С монотонно сходится к своему устойчивому состоянию.

Модель Юзава-Лукаса
Модель Юзава-Лукаса представляет собой упрощенный вариант предыдущей модели, в котором в секторе «образование» не используется основной капитал ((=0). Это предположение справедливо в некотором приближении, так как в секторе «образование» человеческий капитал используется более интенсивно, чем основной капитал. За счет этого упрощения можно более детально проанализировать траектории модели.


Эта модель представляет собой следующие соотношения

U=
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Здесь рассмотрим основные соотношения и выводы, опустив доказательства их справедливости.

Перейдем к относительным переменным (=K/H и (=C/K. В относительных переменных выражаются темпы прироста физического и человеческого капитала:

(K=Au1-((-(1-()-(-(
(H=B(1-u) -(
Справедливы также следующие соотношения

((=(K-(H=Au1-((-(1-()- B(1-u) -(-(
(С=(1/()[A(u(1-()(-(1-()-(-(]

((=(С-(K=
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Устойчивое состояние. Без доказательства отметим, что устойчивое состояние (когда 
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) существует и в этот состоянии величины u, ( и ( равны константе. Пусть (=[(+((1-()]/B(. Тогда величины u*, (* и (* в устойчивом состоянии равны

(*=((A/B)1/(1-()[(+((-1)/(]

(*=B((+1/(-1/()

u*=(+((-1)/(
Процентная ставка равна r*=B-(, а темпы прироста C, K, H, Y и Q в устойчивом состоянии равны

(*=(1/()(B-(-().

Отметим (без доказательства), что r*>(* - это следует из условия трансверсальности.


Переход в устойчивое состояние. Для изучения динамики экономических показателей при переходе в устойчивое состояние введем функцию z=Au(1-()(-(1-(). Из соотношений для (* и u* следует, что в устойчивом состоянии z*=B/(. Тогда справедливо

(z=-(1-()(z- z*)

((=
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Решая первое из трех уравнений, получаем
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Из этого уравнения получаем, что z(t) монотонно изменяясь, стремится к своему устойчивому состоянию z*. 


Ставка процента (норма отдачи) r(t) =(z(t)- ( монотонно возрастает при r(0)<r* (т.е. при z(0)<z*) и монотонно убывает при r(0)>r* (т.е. при z(0)>z*). 


Заработная плата w, определяемая как предельный продукт человеческого капитала uH, используемого в секторе «производство»

w=
[image: image711.wmf])
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монотонно возрастает при w(0)<w* (т.е. при z(0)<z*) и монотонно убывает при w(0)>w* (т.е. при z(0)>z*). Для остальных соотношений модели (=C/K, u и (=K/H также характерно монотонное возрастание или убывание при движении к устойчивому состоянию.

Модель эндогенного роста, учитывающая рост числа продуктов


Модель эндогенного роста, описывающая технологические изменения. В моделях Солоу-Свена и модели Рамсея темп научно-технического прогресса задается извне, является эндогенным параметром. В рассматриваемой ниже модели делается попытка описать НТП в рамках самой модели. В этой модели НТП связывается с изменением технологии производства, которое выражается в смене используемых в производстве полуфабрикатов (точнее – «промежуточных» товаров).


Описываемая модель рассматривалась Spence, Dixit, Stiglitz, Ethier и Romer. Производственная функция i фирмы в этой модели представляет собой

Yi=ALi1-(
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где 0<(<1 –константа, Yi – объем выпуска i фирмы, Li – объем используемых трудовых ресурсов, Xij – объем используемых “промежуточных” товаров (intermediate goods).


В этой модели технологический прогресс принимает вид расширения набора Xij “промежуточных” товаров и роста числа N. В состоянии рыночного равновесия при выражении Xij в эквивалентных натуральных единицах получаем, что Xij=Xi => Yi=ALi1-( (NXi)(N1-(.


Эта модель является некоторым упрощением реальной действительности. Предполагается, что каждая фирма i выпускает некоторый однотипный товар Yi. Для производства этого товара использ. «промежуточный» продукт, на изобретение и разработку (R&D –research and development) которого тратятся средства.


В качестве Xij будем рассматривать товары недлительного пользования (nondurable goods), т.е. не будем рассматривать основные фонды.


Каждая фирма i стремится максимизировать свою прибыль

Profiti= Yi-wLi-
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Так как рассматривается экономика с рыночной конкуренцией, то заработная плата w и цены Pj являются заданными извне для фирм-производителей. Максимум прибыли достигается при условии
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Разработка новых «промежуточных» продуктов. Предполагается, что 

· разработка нового «промежуточного продукта» j и проведение соответствующих научных исследований требует затрат ( единиц агрегированного выпуска Y (для любого j - это видно из дальнейших рассуждений относительно цен и объемов используемых «промежуточных» товаров);

· разработка продукта ведется со 100% успехом; 

· у разработчика «промежуточного» продукта j существуют монопольные права на производство и продажу разработанного продукта;

· стоимость производства одной единицы «промежуточного» продукта j требует затрат одной единицы конечного продукта Y.

Объем используемого всеми производителями конечного продукта «промежуточного» продукта j равен

Xj=
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 Li = L(A(/ Pj)1/(1-()                (3)

Монопольный производитель максимизирует свою прибыль (Pj-1) Xj по цене Pj при условии заданной величины объемов спроса Xj на j-«промежуточный» товар. С учетом (3) прибыль моноп. производителя равна

Profit_monopol=(Pj-1) Xj= (Pj-1) Xj L(A(/ Pj)1/(1-()
Максимизируем прибыль по цене Pj. Для этого вычисляем первую производную по Pj и приравниваем ее к нулю. Откуда 

Pj=P=1/( >1 для любого j.

Подставляя найденное Pj в формулу (3) получаем

Xj=X= LA1/(1-() (2/(1-()
Приведенная к настоящему моменту величина отдачи от разработки и внедрения нового «промежуточного» продукта j равна разности стоимости продаж и затрат на произв-во, взвешенной во времени

V(t)=
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где 
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Подставляя в последнюю формулу найденные ранее значения Pj и Xj, получаем 

V(t)= LA1/(1-() (2/(1-()
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Если стоимость разработки нового «промежуточного» продукта больше получаемой от него прибыли (т.е. (> V(t)), то средства на разработку этого продукта не направляются, продукт не разрабатывается и количество используемых “промежуточных” товаров N остается постоянным. Поэтому этот случай не рассматривается, так как наше внимание сосредочено на изучение экономического развития при росте числа N. 

Если стоимость разработки нового «промежуточного» продукта меньше получаемой от него прибыли (т.е. (< V(t)), то все ресурсы в экономике направляются на разработку новых «промежуточных» продуктов. Этот случай нереалистичен.

Если стоимость разработки нового «промежуточного» продукта равна получаемой от него прибыли (т.е. (= V(t)), то именно этот случай рассматривается далее.

Итак, получаем

const=(= V(t)= LA1/(1-() (2/(1-()
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Выражение справа должно быть равно константе => интегал –I(t)=
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dv должен быть равен константе => 0=dI/dt=-1+r(t)I => r(t)=const => I=1/r

В итоге из (4) следует,                     

r= (L/()A1/(1-() (2/(1-()
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Поведение потребителей и рыночное равновесие. Поведение потребителей описывается стандартной оптимизационной задачей
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 (ограничение на изменение активов).

Решение этой задачи дает следующие темпы прироста потребления С

(С=
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Из (4) подставляем значение r в предыдущую формулу и получаем. что темпы прироста потребления

(С=
[image: image738.wmf]C

&

/С=(1/()[ (L/()A1/(1-() (2/(1-()
[image: image739.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

a

a

-

1

-(]                  (6)

Без доказательства отметим, что число «промежуточных» товаров N и величина выпуска Y растут одинаковыми темпами равными темпу роста потребления, т.е. (С=(N=(Y=(.
Факторы экономического роста. Как видно из формулы (6) большее желание сберегать (более низкие значения параметров ( и () и улучшение технологии производства (рост А) приводит к увеличению темпов экономического роста.

Парето-оптимальность. Найденная нами оптимальная траектория развития экономики, определяемая формулой (6), не является Парето-оптимальной. Парето-оптимальная траектория находится из решения следующей оптимизационной задачи
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Парето-оптимальной траектории соответствуют следующие темпы прироста потребления

(С(social planner)=
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которые отличны (больше) от темпов прироста потребления в формуле (6).
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