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3.1 ОБЪЕДИНЕНИЕ РИСКОВ . ИНДИВИДУАЛЬНЫЕ И СИСТЕМНЫЕ РИСКИ.

1) риски  L индивидуальные и негативно коррелированные 


Воспользуемся диаграммой Эджворта для анализа взаимодействия, возникающего между индивидами, столкнувшимися с независимыми негативно коррелированными рисками. Негативная коррелированность рисков означает, что в состоянии 2 потери терпит индивид 1, в то время как в состоянии 1 - индивид 2. [image: image1.wmf]W  - L
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	 Рис.3.1.а
	 Рис.3.1.б


Заметим, что обмен между индивидами взаимными обязательствами на случай наступления того или иного состояния(state--contigent claims to wealth)  имеет смысл только до того момента, когда станет ясно, какое из двух возможных состояний  реализовалось. Простоты ради будем полагать, что оба индивида первоначально располагают одинаковой суммой денег W0 , и подвергаются одинаковому риску понести  потери  L . Подобные условия обусловливают равенство сторон  диаграммы Эджворта(длина стороны квадрата равна   2 W0 - L). 



То, что диаграмма Эджворта имеет квадратный вид, предполагает отсутствие общественных или системных рисков (уровень суммарного богатства в различных состояниях не варьируется). Если же говорить о рисках индивидуальных, то стремясь застраховать себя от них,  индивиды могут заключить договор, в соответствии с которым "счастливчик" всякий раз делится с "неудачником" некоторой частью своего богатства. 


При независимости функций  полезности Бернулли от выпавшего состояния мира и совпадении  оценок вероятности выпадения различных состояний, контрактная кривая будет представлять собой диагональ квадрата, совпадая с линиями уверенности агентов. Действительно, на линии уверенности  w1 = w2,  а, соответственно, 

 u1 '(w1)/ u1 '(w2) =u2 '(w1)/ u2 '(w2) = 1, 

что обеспечивает совпадение предельных норм замещения  с отношением вероятностей, а, следовательно, и друг с другом : 

(1-) u1 '(w1)/   u1 '(w2) = (1-) u2 '(w1)/   u2 '(w2) = (1-) /  
Это делает не просто возможным, но и оптимальным - предоставление всем индивидам полной страховки. Строго говоря, размеры платежей могут быть различными - все зависит от того, насколько сильны позиции каждой из сторон  в ходе торга(т.е. то, что по английски называется  a bargaining power -  Рис.3.1.б). 


В частности, при равном влиянии участников возможно заключение "справедливого" контракта, предполагающего изъятие у каждого из них денежной суммы, равной справедливой премии (сдвиг влево вверх вдоль линии постоянного ожидаемого выигрыша вплоть до точки на кривой уверенности). Подобное  распределение предполагает, что первый индивид в любом из выпавших состояний получает сумму, равную математическому ожиданию выигрыша, т.е.  W0 - L, где   - вероятность выпадения второго, неблагоприятного для него "состояния мира", а второй -   W0 - (1- L. Например, при = 1/3  первый индивид в благоприятном для него первом состоянии заплатит второму индивиду L/3, но во втором состоянии получит компенсацию, равную (2 L/3). В результате он будет полностью застрахован, получая в любом из возможных состояний сумму, равную математическому ожиданию его выигрыша, т.е. W0 - (L/3). Полная страховка будет обеспечена и второму индивиду, но уровень его богатства в обоих состояниях будет ниже(ввиду более высокой вероятности того, что именно он понесет потери) и  равен  W0 - (2 L/3).

Как бы то ни было,
объединение риска  в условиях, когда его осуществляют два не склонных к риску индивида с идентичными, но негативно коррелированными распределениями выигрышей, позволяет им обоим повысить уровень получаемой полезности. 

2) риски индивидуальные -  равные, но некоррелированные(независимые).
Однако подобное объединение рисков имеет смысл и в случае независимых распределений выигрышей индивидов3 . По- прежнему полагая равенство сумм  W0, которыми первоначально располагают индивиды, и совпадение размеров возможных потерь, обозначим     вероятность  понести потери  L.

В результате возможно выпадение  одного из четырех состояний:

	
	Состояние
	Вероят-ность
	индивид

1
	индивид

2
	Суммарное богатство
	Богатство в 

расчете на одного индивида

	1
	никто не теряет
	(1 -)2
	     W0
	    W0
	       2W0
	          W0

	2
	все теряют 
	2
	W0 - L
	W0 - L
	 2(W0 - L)
	 W0 - L

	3
	теряет первый 
	(1-)
	W0 - L
	    W0
	2W0 - L
	(2W0 - L)/2

	4
	теряет второй
	(1-)
	    W0
	W0 - L
	2W0 - L
	(2W0 - L)/2



 Ожидаемая полезность каждого индивида взятого в отдельности, т.е.

  Еu(1) = u(W0 - L) + (1-)u(W0)

может быть увеличена, в частности,  если индивиды объединят свои риски, договорившись делить пополам  суммарное богатство, выпадающее в каждом из состояний. В подобном случае ожидаемая полезность каждого индивида превысит первоначальный уровень(в предположении, что индивиды несклонны к риску, т.е. функция  u(W) вогнута) : 

Еu(2) =(1 -)2u(W0 )+2u(W0 - L) + 2(1-)u((2W0 - L)/2)  , 

Еu(2) -  Еu(1) =(1-)u(W0)(1-)u(W0 - L) + 2(1-)u((2W0 - L)/2)  = 

(1-) {[u((2W0 - L)/2) - u(W0 - L)] - [u(W0 ) - u((2W0 - L)/2)]}  > 0
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	Рис. 3.2  Первой разности соответствует отрезок, отмеченный пунктиром,

 а второй - непрерывной линией.


 
Итак, увеличение числа индивидов повышает ожидаемую полезность каждого за счет сокращения возможных  колебаний в уровне дохода( получение индивидом  низкого или же высокого дохода в подобном случае менее вероятно, чем прежде, ибо неудача одного может быть смягчена выигрышем другого). Собственно, при сохранении прежнего математического ожидания выигрыша индивиды сталкиваются с меньшим разбросом выигрышей( т.е. менее рискованной игрой или игрой, стохастически второго рода доминирующей исходную). Например, если каждый из  двух индивидов может с вероятностями  0.5  выиграть 1  или же не получить ничего, то объединение рисков или переход к лотерее 

 0.25  о  0  0.5 о 1/2  0.25  о 1 ,

 не сказавшись на уровне математического ожидания выигрыша, снизит дисперсию с 1/2  до 1/8.  Для не склонного к риску индивиду подобные изменения влекут за собой возрастание уровня ожидаемой полезности. 


Возрастание числа индивидов, объединяющих свои риски, естественно, будет повышать уровень их ожидаемой полезности сходным образом.


Однако следует обратить внимание на то обстоятельство, что в подобной ситуации суммарное богатство варьируется  в зависимости от того, какое из состояний реализовалось, и, следовательно, существуют социальные или системные риски.   Предоставление полной страховки всем  индивидам становится и не возможным  и не эффективным.


Невозможным -  поскольку для этого нужно было бы иметь сумму вдвое превышающую математическое ожидание выигрыша каждого индивида, т.е.

 2 (W0 - L), а эта величина может оказаться как больше, так и меньше  выражения, стоящего в предпоследнем столбце приведенной таблицы. 


Неэффективным - поскольку контрактная кривая (в общем случае, т.е. при несклонности к риску обоих контрагентов) более не совпадает с линиями уверенности.

3.1. ЭФФЕКТИВНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РИСКА В КОНТРАКТАХ

"ПЕРВОГО НАИЛУЧШЕГО".


Рассмотрим  в качестве примера  контракты, заключаемые между  агентом и принципалом, и  допуская существование системных рисков. Собственно, эти термины( принциал  и  агент) часто используются в теории контрактов не только для обозначения сторон, заключающих трудовой контракт(хозяин- работник), но и в более широком контексте при описании ситуаций, возникающих в иных, не имеющих отношения к трудовым контрактам, сферах. В подобных случаях речь, как правило идет о различной степени информированности сторон( при этом принципал полагается стороной менее, а агент - более информированной). В будущем мы  также будем поступать аналогичным образом.  Однако, говоря о контрактах "первого наилучшего",  предполагающих  симметричность информации, которой располагают стороны, этот контракт заключающие, мы не можем иметь в виду ничего подобного. Тем самым, называя одного агентом, а другого - принципалом, мы лишь следуем необходимости присвоить им некие имена. 


Как уже отмечалось,  рассмотрение контрактов "первого наилучшего", не допускает асимметрии информации,  не исключая в то же самое время некой неопределенности, неполноты имеющейся информации. Будем полагать, что неопределенность по поводу будущих потерь агентов  сводится   не к четырем, а всего лишь к двум возможным ситуациям,  выроятность выпадение которых принципал и агент, в сущности, могут оценивать по- разному . Соответственно, агент и принципал максимизируют свои ожидаемые полезности

агент             max  i А uА  (WiА ) 

принципал    max  i P uP  (Wi P) 

Обратите внимание, что в данном случае оценки вероятностей выпадения  i- го состояния, даваемые принципалом и агентом различны, но функции полезности        по-прежнему полагаются не зависящими от выпавшего состояния( state- independent). 

 Вид контрактной кривой в диаграмме Эджворта (кстати, ее размеры -  W1 х W2 =(W1А + W1 P) х(W2А + W2 P)) , как и обычно, может быть получен из условия равенства предельных норм замещения

1 AuA '(W1А )/ 2 AuA '(W2А ) = 1 Р uР '(W1 P) / 2 Р uР '(W2 P) 

Для n - мерного случая :

i AuA '(Wi А )/ j AuA '(Wj А ) = i Р uР '(Wi P) / j Р uР '(Wj P ) для всех i, j
Однако, разумеется, для подписания контракта необходимо, чтобы ожидаемая полезность, им приносимая, превышала так называемый резервный уровень полезности как для агента, так и для принципала. Речь идет о выполнении так называемых условий участия 

i A uA  (WiА ) ≥ uA 0               

i РuР  (WiР) ≥ uР 0
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	 Рис.3.3.а  Оптимальное распределение риска в условиях, когда  и принципал  и агент не склонны к риску 

(контрактная кривая лежит ниже линии уверенности - неполное страхование).



Иначе говоря, конечное распределение должно принадлежать участку контрактной кривой между точками  B и D.  Конкретное же положение точки зависит от того, как распределено влияние: в случае,  если вся власть  в торге принадлежит принципалу, выбор падет на точку  B , а если агенту -  то точку D.  

Первое (i A uA (WiА) = uA 0) может иметь место когда агенты конкурируют между собой за право подписать контракт, второе (i РuР  (WiР) = uР 0 ) - когда имеет место common agency (множествo принципалов, конкурируют за агента). 
Но в данном случае нас интересует не то, какой именно из точек  ядрового распределения  BD  соответствует  конкретный контракт "первого наилучшего", а то, каково оптимальное распределение риска в подобного рода контрактах, или, иначе говоря, каково положение контрактной линии относительно линий уверенности (Вспомните, при негативно коррелированных рисках контрактная кривая совпадает с линиями уверенности, в результате чего индивидам может быть предоставлена  полная страховка)


 Для того, чтобы разобраться в этом вопросе, предположим, простоты ради, что  вероятностные ожидания агента и принципала совпадают. Тогда 
uA '(WiА)/ uA '(Wj А)   =  uР '(WiР) / uР '(Wj Р)  или

uР '(WiР)/ uА '(Wi А)  = uР '(Wj Р)/ uА '(Wj А) = соnst   в любом состоянии


Покажем, что несклонность к риску обоих контрагентов   будет приводить к построению контракта, распределяющего риск между ними, и более того, оптимальное распределение, которое можно рассматривать как своего рода правило деления общего выигрыша Wi в том или ином состоянии, зависит от степени несклонности агентов к риску.  Вернемся к условиям первого порядка и несколько преобразуем их:

uР '(Wi Р)/ uА '(WiА)  = uР '(Wj Р)/ uА '(Wj А)  = соnst = 
 - uP '( Wi P) + uA '( WiА) = - uP '(Wi - WiA) + uA '( WiА)  = 0
Продифференцируем  тождество   - uP '(Wi - Wi A) + uA '( WiА) = 0 по  Wi 
- uP'' [1- dWiA/ dWi] + uA ''(WiА) (dWi А/ dWi)  = 0,  где uP '( WiР)/ uA '(WiА)

(- uP''/ uP ')(1- dWiA/ dWi)+ (uA''/ uA ') (dWi А/ dWi) = 0
- uP''/ uP '  = RP  ;    - uA''/ uA '  = RA ;  
RP (1- dWiA/ dWi)+ RA (dWiA/ dWi)= 0
(dWi A/ dWi)  = RP /(RP + RA)


Эта производная  убывает по  RA , но возрастает по RР   , что означает, что  чем более несклонен к риску агент и чем менее несклонен к риску принципал, тем незначительнее варьирование  доли  агента А в зависимости от уровня  Wi.  
Постоянство  коэффициентов абсолютной несклонности к риску   RA и  RР (т.е. принадлежность функций полезности и агента и принципала к классу САRA функций) приводящее к постоянству (dWi A/ dWi) означает, по сути,   оптимальность заключения линейных контрактов   Wi A(Wi) = с + bWi . Для  функций полезности с постоянной относительной несклонностью к риску, т.е. СRRA функций  линейность такого рода контрактов не нуждается в комментарии. Необходимо только отметить, что  линейные контракты будут оптимальными, функции полезности обоих контрагентов принадлежат к одному и тому же подклассу СRRA функций.


Итак, если информация  симметрична - линейные контракты оптимaльны лишь для  САRA и СRRA функций, объединяемых в класс НАRA или  LRT функций(см. раздел 2.4).
Нейтральность к риску агента Р:     МRSР=i Р/ j Р 

(i A/ j A)  (uA '(Wi A/)/ uA '(Wj A)) =   i Р / j Р 

Если вероятностные ожидания совпадают, то  нейтральность принципала к риску  предполагает  равный уровень оплаты агента в любом из возможных состояний.  Иначе говоря , в контракте первого наилучшего риск полностью возлагается на сторону, нейтральную к риску, т.е.  Wi A = Wj A .


Действительно,   условия  первого порядка  будут в оговоренном случае могут быть приведены к  следующему виду :

 1 / u 'A (Wi A))   1 / u 'A (Wj A)) = соnstant    Wi A = Wj A.

Графическая иллюстрация для ситуации, в которой возможны лишь два состояния:   
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	 Рис.3.1.б   Оптимальное распределение риска в условиях, когда принципал нейтрален к нему .


Если принципал нейтрален к риску(например, u(W) = W), то он смирится с  колебаниями в уровне богатства, вызванными действием случайных факторов(разумеется, ожидаемая полезность при этом должна быть не ниже резервной), в то время как агент , переложив весь риск на принципала, будет получать фиксированный доход. Нейтральность принципала к риску(при несклонности к нему агента) обусловливает возложение всего риска именно на принципала( например, установление агенту фиксированной заработной платы),  в то время как  нейтральность к риску агента предполагает получение фиксированного дохода не склонным к риску принципалом( сдача предприятия в аренду, франшиза).

Однако, представляется ли убедительной гипотеза о нейтральности к риску одной из сторон?
Весь следующий раздел будет посвящен  обсуждению именно правомерности принятия этой гипотезы, базирующейся, в свою очередь, на предположениях

•
значительного количества покупателей страховки;

•
статистической независимости  рисков.


Однако эти предпосылки создают лишь возможность для того, чтобы фирмы устанавливали  "справедливые" цены за страхование, вынудить же их  на этот шаг может лишь конкуренция на рынке.  Достаточно сложно отнести рынок страхования к категории конкурентных рынков. Скорее речь может идти либо о  рынках, на которых фирмы, ввязавшись в ценовую войну, конкурируют по Бертрану , либо просто о так называемых состязательных (contestable) рынках,  не огражденных барьерами и открытых для входа конкурирующих фирм. Последнее вынуждает фирмы, реализующие свою продукцию на  этих рынках, устанавливать цены на уровне, близком к конкурентному. 

3.3. РАССРЕДОТОЧЕНИЕ  РИСКА. ТЕОРЕМА ЭРРОУ-ЛИНДА(Arrow -Lind)


Итак, обратимся к  обсуждению гипотезы о нейтральности к  риску одного из контрагентов, что должно элиминировать системные риски для противоположной стороны.


Предположим, что некое сообщество индивидов участвует в рискованном мероприятии, тогда  уровень дохода(богатства) отдельного участника подобного сообщества равен

ys + k zs - p

 где 
ys  первоначальный доход в состоянии  s

zs  выплата в состоянии  s

k = 1/n доля участника синдиката

p    цена, уплачиваемая каждым участником синдиката( именно внесение этой суммы и дает индивиду право на  получение выплат в размере k zs
P = np  - суммарные инвестиции


Предпосылка : уровень первоначальных доходов участников синдиката и выплат статистически независимы:  Сov(ys ; zs)=0. В частности , это условие будет выполняться, если доход участников постоянен во всех состояниях. 


Максимальная цена определяется из условия равенства ожидаемой полезности полезности первоначального дохода:   

Еu (ys+ k zs -p) = u(ys)                              

(1)


Ожидаемая величина выплат каждому участнику равна  k Еzs . Разность между этой величиной  и ценой, уплачиваемой участником представляет собой уже упоминавшееся вознаграждение за риск( risk loading)
l = kЕ zs - p , 





(2)
представляющее собой превышение ожидаемых выплат над уплачиваемой ценой, необходимое для того, чтобы индивид принял участие в игре.

zs =Е zs + еs ; Ееs = 0   




(3)
Подставим  p = kЕ zs - l  (см.2) и  k zs = k Е zs + k еs (см. 3)  в (1) 

 Еu(ys + k zs - p)  =   Еu(ys + k es + l ) = u(ys)


Тем самым  l  может интерпретироваться как компенсация, требуемая для того, чтобы индивид принял участие в рискованной , но справедливой ( поскольку      Е (k еs ) =  k Ееs = 0 )  игре.  Величина l зависит от  k :  l = l(k) = l(1/n)

Напомню, что если возможность участия в рискованной игре предполагает рассмотрение вознаграждения за риск  l , интерпретируемого как компенсирующая вариация дохода, то вынужденный  характер такого рода участия требует использования понятия "рисковая премия"  r . Рисковая премия, определяемая как  максимальная выплата за то, чтобы избежать справедливой игры, может трактоваться как эквивалентная вариация дохода:

Еu(ys + k zs - kЕzs ) = Еu(ys + k es ) =  u(ys - r)


В условиях, когда не существует обстоятельств , принуждающих индивида принять участие в  справедливой игре, вознаграждение за риск  l   будет более приемлемой  денежной оценкой

P = np = n [ kЕzs - l(k) ] = n kЕzs - n l(k) = Еzs - n l(1/n) ]  

Итак,  P  Еzs,  если  lim  n l(1/n) = 0  при n    , т.е.  синдикат несклонных к риску агентов будет вести себя как один нейтральный к риску агент. Доказательство того, что    lim  n l(1/n) = 0  при n  , т.е. того, что  l(1/n)  убывает более высокими темпами, чем увеличивается  n , можно найти в  учебнике Гравелле/ Рис,с. 596-597). Оно опирается на  оговоренную выше статистическую независимость величин  ys и zs  .
Интерпретации.
•
 Страхование. С точки зрения страховщика 


zs  -  выплаты в различных состояниях (негативные или ноль)

p   - страховая премия (негативная) ( - p положит) минимальная плата за возложение риска на себя


Если  уровень первоначальных доходов участников синдиката и выплат статистически независимы:  Сov(ys ; zs) =0  и    lim n l(1/n) = 0  при n  , то страховка предлагается по цене, равной вероятности наступления страхового случая, т.е. страховая компания ведет себя как агент, нейтральный к риску.

•
 Поведение фирмы.


zs  -  изменения в размере выплачиваемых дивидендов, происходящие в результате некоторого мероприятия, требующего расходов p.   Менеджеры фирмы примут только такие мероприятия, для которых p > 0 . Предположим, что акциями фирмы обладают множество мелких акционеров и изменения в уровне дивидендов статистически независимы от уровня  их прочих доходов. Тогда, поскольку  р Еzs менеджеры должны вести себя таким образом, как будто фирма - нейтральна к риску. 

•
 Проекты в общественном секторе.


Теорема была доказана именно для этих случаев.

3. 4. ДИВЕРСИФИКАЦИЯ РИСКОВ.


Логика аналогична, но вместо множества индивидов, сталкивающихся с различными рисками, мы рассматриваем множество лотерей, участие в которых может принять индивид. Если  выигрыши, сопряженные с обладанием ценными бумагами негативно коррелированы, то возможно "застраховаться" от выпадения любого состояния мира, распределив инвестируемые средства между покупкой этих бумаг.


Если распределения выигрышей независимы, то встает вопрос о том, каковы должны быть пропорции при формировании портфеля. Идентичность распределений выигрышей при независимости распределений диктует равные доли  вложений в ценные бумаги различных типов. Если распределение выигрышей независимо, но не идентично  -  то  диверсификация рисков по-прежнему выгодна индивиду , но доли - неодинаковы. 

3 Точнее было бы сказать, что оно не имеет смысл  в случае полностью положительно коррелированных распределений.





1
1

