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 РАЗЛИЧНЫЕ ТИПЫ ИГР.
	 игры антагонистические (1)

 моделируют конфликты двух лиц , интересы которых прямо противоположны: выигрыш одной стороны составляет проигрыш второй, поэтому у игроков нет почвы для согласования действий.
	                  игры неантагонистические

(2-3)

 описывают конфликты, в которых интересы игроков не являются диаметрально противоположными( в частности, могут совпадать).

	1.                игры с фиксированнной суммой


	2.   некооперативные
(бескоалиционные)

 В бескоалиционных играх правила игры не предусматривают возможности вступления игроков в коалиции. В реальных конфликтах такие ограничения возникают иногда из-за "физической" невозможности оъединения или в силу законодательных актов.
	3. кооперативные

 Природа ряда конфликтов допускает возникновение сотрудничества между участниками конфликта(кооперирование, согласование способов действий,обмен информацией и т.п.) В результате стороны могут использовать совместную стратегию. Поэтому эти игры назыв-ся нестратегическими (кооперативными)

	  игры стратегические
(1-2)
	 игры   нестратегические
(3)


	Игры:
	критерий разграничения

	cтатические и динамические (многошаговые) 
	количество ходов

	с совершенной(perfect) и несовершенной (imperfect) информацией
	обозримость предыдущих ходов

	с полной(complete) и неполной(incomplete) информацией
	открытость матрицы выигрышей

	конечные и бесконечные игры 

(чистая стратегия - выбор того или иного значения параметра, который изменяется непрерывно: например, цена в модели  Штакельберга) . 

Следует отличать от(см. ниже)
	бесконечность множества чистых стратегий хотя бы у одного игрока

	для повторяющихся игр: 

игры с конечным и бесконечным числом повторений
	число повторений исходной игры


Игрой называется система     G= {I;  S1,S2 , ..., Sn; U1,U2, ...,Un }

 I - множество игроков;
 Si - множество чистых стратегий i-го игрока ( Si =(si1, si2, si3, ..., sik ))

U i  - функция выигрыша  i -го игрока.

Стратегическая форма представления игры (платежная матрица или матрица выигрышей) 

Пример: бросание монеты (Matching Pennies)

	
	
	второй игрок
	

	
	
	орел
	решка
	

	первый 
	орел
	-1,+1
	+1,-1
	

	игрок
	решка
	+1,-1
	-1,+1
	

	  Игроки  выбирают одну из сторон монеты  одновременно или же просто не информируя  друг друга. Если в результате выясняется, что  их выбор совпал  первый игрок платит второму $ 1 , если же они выбрали разные стороны монеты, то второй  игрок платит$ 1 первому(антагонистическая игра).


4.1.  CМЕШАННЫЕ СТРАТЕГИИ.


Если бы во внешнем мире отсутствовала бы неопределенность, то возможно было бы выработать некую чистую стратегию, в наибольшей степени соответствующую складывающейся ситуации(например, купить акции именно той компании, которой уготован наибольший успех, или выбрать специальность, которая окажется наиболее востребованной на рынке в будущем). Но подобный точный прогноз невозможен: игрок не в состоянии предугадать "состояние мира " и предсказать заранее реакцию партнеров по игре(например,  тех, кто стоит перед аналогичным выбором ) и пр. Кстати говоря, выпадающее "состояние  мира"  также может быть рассмотрено как результат действия игрока -"природа" (Nature). 


 В некоторых ситуациях  непредсказуемость действий партнеров по игре(включая "природу") искупается  тем, что существуют так называемые доминирующие стратегии, т.е. стратегии наиболее предпочтительные вне зависимости от поведения прочих игроков. Впрочем, существование доминирующих стратегий, т.е. полная независимость выбора от поведения прочих игроков, встречается нечасто,  и, как прав ило, игрок  все же выигрывает от повышения степени своей информированности, подобно вратарю, знающему в какую часть ворот будет пробит пенальти.  


Сталкиваясь с неопределенностью, игрок, выбирая собственную стратегию,  опирается на имеющееся у него представление  о  вероятностях, с которыми его партнеры будут избирать ту или иную стратегию, т.е. приписывает некие субъективные вероятности (subjective probabilities) возможным стратегиям поведения партнеров по игре.  

 
С учетом этих вероятностей индивид и выбирает чистую стратегию, обеспечивающую ему получение наивысшей ожидаемой полезности.  Но могут ли индивиды отклоняться от некоторой заданной линии поведения(чистой стратегии) прибегая  к использованию  смешанных стратегий, и что может служить объяснением такого рода отклонений ? 

Впрочем, следует вначале дать определение смешанной стратегии.

Def.     При данном (конечном) множестве чистых стратегий  i-го игрока  Si

смешанная стратегия i  представляет собой вероятностное 
распределение, приписывающее каждой чистой стратегии  i - го игрока 


 sik  Si  ,   k  =1,...K,  вероятность  i(si k) ≥ 0,  ki(sik ) = 1.
Чистая стратегия может рассматриваться как частный случай смешанной  стратегии, в которой одной из чистых стратегий приписана вероятность 1.


	 1(s1k) - вероятность, с которой игрок 1 выберет  k - ую чистую стратегию  s1 kS1 , где S1  - множество чистых стратегий  игрока 1. 
	 2 ( s2 j) - вероятность, с которой игрок  2 выберет  j - ую чистую стратегию s2 jS2 , где S2 - множество чистых стратегий второго игрока

	Смешанная стратегия первого игрока 

 1 =( 1(s11), 1(s12),..., 1(s1K)) 
	Смешанная стратегия второго игрока 

 2 =( 2(s2 1), 2(s22), ..., 2(s2 J))



Смешанные стратегии игроков  i можно рассматривать как задаваемые своими барицентрическими координатами точки ( k -1)-мерного симплекса(рис.4.1.).
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Рис.4.1.


Возвращаясь к интерпретациям смешанных стратегий, следует указать как на возможность того, что , прибегая к смешанным стратегиям, игрок повышает свой выигрыш за счет понижения степени предсказуемости своего поведения. Но такого рода объяснение уместно лишь в повторяющихся динамических играх. Если же говорить о играх статических, то возможно указать на две причины, обусловливающие целесообразность рассмотрения смешанных стратегий.


 Во-первых, при определенных ожиданиях индивида  ни одна из чистых стратегий  может не иметь преимущества перед другими стратегиями. Иначе говоря,  их ожидаемая полезность будет одинакова. В подобных условиях индивид может прибегать к использованию  так называемых смешанных стратегий( их ожидаемая  полезность будет находиться на том же уровне, что и  ожидаемая полезность каждой из чистых стратегий). Подобного рода примеры имеют отношение к диверсификации портфеля  ценных бумаг.


Во-вторых, смешанные стратегии упрощают рассмотрение ситуаций асимметричной информации. Например, часть игроков всегда выбирают одну чистую стратегию, а оставшаяся часть - другую чистую стратегию(например, одни  всегда тщательно запирают машины, а другие - нет). Не будучи в состоянии различить, к какой из этих подгрупп принадлежит агент, вступающий в игру(например, обращающийся за страховкой), его партнер по игре будет предполагать, что он имеет дело с неким игроком,  прибегающим к смешанной стратегии( вероятности использования чистых стратегий которым  будут определяться относительной численностью подгрупп).

4.2.  СТРАТЕГИИ ДОМИНИРУЮЩИЕ И ДОМИНИРУЕМЫЕ. 

Обозначим  S-i  множество стратегий  всех игроков за исключением   i- го игрока. 

 Def.    Доминирующей стратегией  i- го игрока называется стратегия si*Si , 
обеспечивающая игроку наибольший выигрыш(полезность) вне 
зависимости от выбора, , который  делают  его партнеры по игре, т.е.

U ( si*, s-i ) ≥  U( si, s-i) для любых s-iS-i 
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Графически доминирующая стратегия может иллюстрироваться двояким образом. На рисунке 4.2.а  вертикальным осям, каждая из которых соответствует той или иной чистой стратегии противника(второго игрока), откладываются  все возможные выигрыши первого игрока. Каждой чистой стратегии первого игрока соотвествует некий набор точек(по одной на каждой из вертикальных осей). Доминирующей же стратегии соответствует набор точек, занимающих наивысшие позиции на каждой из осей( или прямая линия, проходящая выше линий, соответствующих прочим чистым стратегиям). [image: image2.wmf]3
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	Рис.4.2.а
	Рис.4.2.б


Иначе те же вертикальные оси можно полагать осями n - мерного пространства (где n - количество чистых стратегий второго игрока). Тогда каждой чистой стратегии первого игрока будет соответствовать некая точка этого пространства(рис.4.2.б), а доминирующую стратегию можно представить как точку лежащую северо-восточнее всех прочих точек.


Строго доминирующие стратегии  могут существовать у обоих игроков, (в нашем примере - это стратегии  В и R). В подобных случаях наблюдается равновесие в доминирующих стратегиях, предполагающее полную   независимость игроков  друг от друга.


При наличии у игрока доминирующей стратегии  все прочие его стратегии  стратегии являются доминируемыми и могут быть отброшены. 


Подобное элиминирование доминируемых стратегий, разумеется, возможно не только при наличии у игрока доминирующей статегии. Некоторые стратегии, не являясь доминирующими(т.е. абсолютно предпочительными), могут в то же время быть относительно предпочтительней части других , так называемых доминируемых стратегий. 


Рассмотрим новую игру, отличающуюся от предыдущей лишь добавлением третьей статегии (М) первого игрока . В этой игре отсутствую доминирующие стратегии, но стратегия В  по-прежнему  доминирует стратегию T.
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	Рис.4.3.а
	Рис.4.3.б



Строго доминируемые стратегии имеют строго меньшие значения выигрыша(полезности) по всем возможным стратегиям партнеров s-i , чем некая иная стратегия или стратегии этого игрока, а слабо доминируемые - значения  равные и меньшие(хотя бы для одного s-i ).

Иначе говоря:   

Def.1
Стратегия  i -го игрока siSi  в игре G является строго доминируемой, 
если существует иная стратегия si*Si , такая, что  для всех  s-iS-i 

U ( si*, s-i ) ≥  U ( si, s-i),

т.е. при любых обстоятельствах  есть другая стратегия - более предпочтительная.

Строго доминируемые стратегии следует вычеркнуть из игры, упростив ее структуру. При этом вычеркивание одной из чистых доминируемых стратегий одного игрока, часто позволяет избавиться и от части чистых стратегий другого игрока. Рассмотрим следующую игру:

	
	
	     B   
	
	

	
	b1
	b2
	b3
	b4

	а1
	1, 3
	3,0
	2,2
	10,1

	  A             а2
	2, 0
	1,4
	5,3
	0,2

	а3     
	5,2
	0,3
	3,2
	10,0


	а4
	5,1
	6,4
	0,2
	3,0



Среди стратегий игрока  A нет доминируемых стратегий, лишь стратегия b4  второго игрока доминируется стратегией  b3.  Но элиминирование стратегии b4  позволяет избавиться  от стратегии  а1( после вычеркивания последнего столбца, содержащего высокий выигрыш именно в первой строке) она начинает доминироваться стратегией а2. Вычеркивание первой строки  устраняет возможность нулевого выигрыша при  выборе b2 ,  и эта стратегия начинает доминировать  b2 и т.д(продолжите сами).  Однако следует подчеркнуть, что для элиминирования строго доминируемых стратегий недостаточно простого предположения о рациональности игроков. Необходимо предположить нечто большее: 

•
 игрок  A знает, что игрок  В  рационален ( и не выберет b4), 

•
 игрок В  знает, что игрок  A знает, что игрок  В  рационален

      ( и, соответственно, игрок  A  никогда не выберет а1),  

•      игрок  А  знает, что игрок  В знает, что игрок  А  рационален и т.д. 


Подобное предположение нетождественно обычной рациональности, а представяет собой нечто большее - так называемое  "общее знание" -  common knowledge). Длина цепочки зависит от количества последовательных шагов по элиминированию стратегий, чем  она длинее - тем большие сомнения начинает  порождать принятие подобной предпосылки.

 
 Допустимость последовательного элиминирования доминируемых стратегий становится тем более сомнительным, если речь идет о элиминировании слабо доминируемых стратегий. Дело в том,  что эта процедура может значительно изменить  стратегическую природу игры, поскольку конечный результат в некоторых случаях  находится в непосредственной зависимости от от порядка (последовательности) элиминирования  слабо доминируемых стратегий.

 Пример:

	
	L
	R
	В приведенном  примере выделите слабо доминируемые

	T
	5,1
	4,0
	 стратегии и попытайтесь получить конечный результат, 

	M     
	6,0
	3,1
	 начав вначале с одной, а затем с другой слабо 

	B      
	6,4
	4,4
	доминируемой стратегии.



Дальнейшее уточнение определения доминируемой стратегии  обусловлено учетом того обстоятельства, что при определенных ситуациях  стратегия  si  может доминироваться одной стратегией , а при других - другой. 

Например: 

если игрок 2 будет выбирать L , то игроку 1 выгоднее выбрать T, 

а если игрок 2 предпочтет сыграть R, то  игроку 1 следует играть   B.
	
	
	игрок   2

	
	
	L
	R

	игрок
	T
	9,1
	1,4

	1
	M
	5,2
	4,3

	
	B
	2,5
	10,2



Очевидно, ни одна из чистых стратегий первого игрока  не доминируется иными чистыми стратегиями. Что можно сказать о смешанных стратегиях?  Не составляет труда убедиться в том, что выбирая  смешанную стратегию 

 1 =( 0.5, 0, 0.5), игрок 1 гарантирует себе выигрыш  5.5  вне зависимости от того, каким будет ход второго игрока:

U1( 0.5, 0, 0.5;  L)= 0.5(9)+ 0.5(2) = 5.5 

U1(0.5, 0, 0.5;  R)= 0.5(1)+ 0.5(10) = 5.5

Подобная смешанная стратегия отчетливо доминирует чистую стратегию M.

Эти соображения делают логичным переход  к иному определению доминируемой стратегии, предполагающему возможность использования  смешанных стратегий.

Def.2 
Чистая стратегия  i -го игрока siSi в игре G является

 
строго доминируемой, если существует  смешанная стратегия  

           i*Si), такая, что для всех s-iS-i 
                          Ui(i *,  s-i  ) > Ui (si, s-i ) 


и слабо доминируемой , если

                          Ui  (i *,  s-i  ) ≥ Ui (si, s-i  )

(как строго доминируемую). Обратимся к  рассмотрению рис. 4.4.а .      [image: image6.wmf]9
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	Рис.4.4.а 
	Рис.4.4.б 


 
Обозначенные на рисунке три  наклонные линии представляют собой совокупность точек, соответствующих выпуклым комбинациям  выигрышей при выборе первым игроком той или иной стратегии( Т, М и В). Очевидно,  что игроку 1 следует выбирать(обратите внимание на жирные линии) 

•
стратегию Т, если он полагает, что   вероятность того, что второй игрок выберет стратегию R, т.е.  р(R) < 7/16 , 

•
стратегию В , если он ожидает, что  р(R) > 7/16 , 

•
ему безразлично какую из стратегий(Т или В) выбрать, если  он полагает,  р(R) = 7 /16(ожидаемая полезность в обоих случаях составит 88/16= 5.5) . Соответственно, и любая выпуклая комбинация этих стратегий будет обеспечивать индивиду получение той же самой ожидаемой полезности.

Поскольку линия, соответствующая стратегии М , лежит ниже жирной ломанной линии, она никогда не окажется предпочтительнее прочих чистых  и части основанных на них смешанных стратегий. Именно части этих смешанных старатегий. Действительно, если р(R) = 7/16, то любая смешанная стратегия  аT+(1-а)B  предпочтительнее стратегии М, но при иных ожиданиях, например, при  р(R) = 1   смешанная стратегия    0.9T+0.1B  обеспечивает уровень ожидаемой полезности 1.1, что меньше 4 . 
	
	
	игрок   2
	

	
	
	L
	R
	

	игрок
	T
	9,1
	1,4
	1 -  1(B)

	1
	M
	5,2
	4,3
	

	
	B
	2,5
	10,2
	 1(B)    



Нам остается  определить множество смешанных стратегий, доминирующих стратегию M . Обозначим  1(B)вероятность того, что игрок 1 выберет нижнюю строку(т.е. стратегию B), соответственно, вероятность выбора им верхней строки будет равна (1 -  1(B))

В зависимости от выбора вторым игроком стратегии  L или R  ожидаемые полезности игрока 1 от использования  смешанной стратегии  (T +В) будут равны:

если игрок 2 выберет L :    U1(T+B, L)=9(1- 1(B))+2 1(B) ;
если игрок 2 выберет R :    U1(T+B, R)=1(1- 1(B))+10 1(B)


Выпишем условия, выполнение которых необходимо для того, чтобы смешанные стратегии, основанные на чистых стратегиях Т и В , доминировали бы стратегию М: 

	                 U1(T+B, L) > U1(M, L) 

        9 (1- 1(B))+2 1(B) >  5 

 1(B) <  4/7
	U1(T+B, R)>U1(M, R)

     1(1- 1(B))+10 1(B)> 4
  1(B)> 1/ 3



Итак,  чистая стратегия  М  строго доминируется  смешанными стратегиями, основывающихся на чистых стратегиях Т и В,  такими, что

  1/3 < 1(B)< 4/7. Соединив прямой линией точки, соответствующие стратегиям Т и В на рисунке 4.2.б,  мы увидим, что найденному диапазону вероятностей будет соответствовать отрезок этой линии, лежащий  одновременно и выше и правее точки  М(все тот же северо-восточный угол)).  Все эти рассуждения о доминировании чистой стратегии смешанными носят отнюдь не отвлеченный характер( например, в этой связи вполне уместно будет вспомнить  о диверсификации риска,  о портфельных инвестициях  и пр). 


Разумеется доминируемой может быть и смешанная стратегия и  еще более общее определение может выглядеть следующим образом:

Def.3 
Стратегия  i -го игрока i Si) в игре G является

 
строго доминируемой, если существует  смешанная стратегия  

           i *Si), такая, что для всех  -iS-i)

                          U i (i *,-i  ) > U i ( i,-i ) 


и слабо доминируемой , если

                          U i  (i *,-i  ) ≥ U i (i,-i  )
 4.1.3.РАВНОВЕСИЕ ПО НЭШУ  В  ЧИСТЫХ  СТРАТЕГИЯХ.

НАИЛУЧШАЯ РЕАКЦИЯ (BEST  RESPONSE). ПРИМЕР: РАВНОВЕСИЕ ПО КУРНО. 

Равновесие по Нэшу(NE  - Nash equilibrium)  в чистых стратегиях.
Def.
Профиль( сочетание)  чистых стратегий игроков s*=(s1*, s2 *, ..., sn*) 
является равновесным по Нэшу, если для любого игрока  i , i =1,...I
U i(si *, s-i*) ≥ U i(si, s-i*)  для всех si Si .
	Поиск состояний,равновесных по Нэшу .  Рассмотрим метод, основанный на выделении наилучшей реакции одного игрока на каждый из возможных ходов(стратегий) другого(best  response). В приведенной ниже платежной матрице подчеркнем все такие наилучшие реакции. Клеточке, содержащей два подчеркнутых элемента, соответствует равновесное по Нэшу сочетание стратегий игроков.


	5, 5
	4,4
	3,4

	
	4,2
	 7, 0
	0,6

	
	3,7
	1, 4
	4,5


Любое иное сочетание стратегий помимо (1,1) не будет равновесным, ибо игроки, узнав о ходе партнера, будут стремиться отклониться от ранее выбранной стратегии. Например, рассмотрим пару стратегий (3,2). Игрок 2 будет сожалеть о том, что он не выбрал стратегию 1, в то время как игрок 1, будет сожалеть о том, что о не выбрал стратегию 2. Итак (3,2)(2,1)(1,3)(3,1)(1,3)(3,1) и т.д.

Лишь в том  случае, когда оба игрока выберут первые стратегии, ни один из них не пожалеет о сделанном выборе, ибо эти стратегии являются лучшей реакцией друг на друга.

Возможная неединственность равновесий по Нэшу: 

 "БИТВА ПОЛОВ" ИЛИ "СЕМЕЙНЫЙ СПОР" (BATTLE OF SEXES)
	
	                        ОН

	
	
	БАЛЕТ  
	БОКС 

	ОНА
	БАЛЕТ    
	2,1
	0,0

	
	БОКС     
	0,0
	1,2


Пример игры, не имеющей равновесий по Нэшу в чистых стратегиях:

	
	
	2, 2
	2 ,1
	5 , 0

	
	
	4,2
	0, 0
	0, 6

	
	
	0.1
	3 , 3
	1, 7



Бесконечность чистых стратегий, естественным образом, требует определения функций реакции. Более точно их следовало бы назвать функциями (наилучшей или оптимальной) реакции, поскольку получение такого рода функций предполагает решение каждым из игроков задачи оптимизации, в которой в качестве переменной фигурирует стратегия партнера(будь то выбранный им уровень цены или объем выпуска). Функция реакции, тем самым, предписывает игроку некий оптимальный тип поведения с учетом всех возможных стратегий партнера по игре, а  равновесие по Нэшу ( в том случае, если оно существует), может быть получено при решении системы уравнений, объединяющей  подобные функции реакции.

Пример равновесия по Нэшу в чистых бесконечных стратегиях

(равновесие по Курно).  Будем полагать, что фирмы нейтральны к риску и ориентируются на максимизацию прибыли
i (q1, q2) = p(q1+ q2)qi - Ci(qi)

Предположим, что кривая рыночного спроса линейна и имеет единичный наклон, а предельные  издержки фирм всех постоянны и равны некоей константе с (фиксированные затраты при этом будем полагать равными нулю):
 p(q1+ q2)= max { 0, a - (q1 + q2 )}; 


                                 Ci(qi)= с qi, где 0 ≤ с ≤ a 


 q1*  = r1(q2)=argmax  [p(q1+ q2)q1 - с  q1] =(a - q2 - с)/ 2;


 q2 * = r2(q1)=argmax  [p(q1+ q2)q2 - с q2 ] =(a - q1 - с)/ 2

Решив их совместно, получим q1* = q2* = (a - c)/ 3

4.4. РАВНОВЕСИЕ ПО НЭШУ  В   СМЕШАННЫХ СТРАТЕГИЯХ. ИНДИФФЕРЕНТНОСТЬ ИГРОКА К ВЫБОРУ СТРАТЕГИЙ:

ИНТЕРПРЕТАЦИЯ СМЕШАННЫХ СТРАТЕГИЙ.СУЩЕСТВОВАНИЕ РАВНОВЕСИЯ ПО НЭШУ В СМЕШАННЫХ СТРАТЕГИЯХ: ТЕОРЕМА НЭША.
Равновесие по Нэшу в смешанных стратегиях.
Def.
Профиль смешанных стратегий  * =( 1*, 2*, ..., I *) ,

где  i *Si)  - равновесная смешанная стратегия  игрока  i - игрока, 


образует равновесие  по Нэшу ,   если для любого  i =1,...I
           U i  (i *, -i*  ) ≥  Ui (si, -i* ) для всех  si Si. 


Каждая из равновесных смешанных стратегий - best  response.

Для биматричных игр:  равновесие по Нэшу - это пара смешанных стратерий, такая, что равновесная смешанная  стратегия одного игрока  максимизирует ожидаемую полезность другого.


Игрок выбирает смешанную стратегию, максимизирующую полезность, полагаясь на существующие у него представления (ожидания) по поводу поведения его партнера.  Следовательно, в том случае,  если  эти ожидания окажутся верными,   у него не возникнет желания  изменить собственную линию поведения. Соответственно, равновесие по Нэшу будет представлять собой вероятностные оценки выбора строки(столбца), оказавшиеся верными (рациональными). 
Рассмотрим игру . Двое хотят встретиться . Расставаясь, они не оговорили точное место встречи, известно лишь, что встреча должна состояться либо в точке А, либо  в точке В. 

	
	
	                  2
	 

	
	
	А
	В

	1
	А
	100,100
	0,0
	 1(А)=1 -1(В)

	
	В
	0,0
	50,50     
	 1(В) 



Предположим, что первый игрок полагает, что второй игрок выберет  В в качестве места  с  вероятностью  2(В). В таком случае, ожидаемая полезность второго игрока от выбора им  стратегии   А: 



Eu1 (А)=100 (1- 2(В))+(0) 2(В) =100(1 -  2(В))

и  ожидаемая полезность выбора В : 

Eu1(B)=  ( 0 ) (1 - 2(В))+50 2(В)  = 50 2(В)

	   Eu1(A)> Eu1 (B)   
 100(1-  2(B))> 50 2(B)    

  2(B) < 2/3
	Eu1 B) > Eu1(A)
  50 2(B) > 100(1-  2(B) )

  2(B) > 2/3


          Итак, игрок 1 может прибегнуть к использованию смешанной стратегии в том единственном случае, если  Eu1(A) = Eu1 (B), т.е. полагая, что второй игрок будет выбирать B с вероятностью  2(B)  = 2/3
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Рис.4.6.а

Aналогично  для второго игрока:

	      Eu2(A)>Eu2(B)   
 100(1-  1(B))> 50 1(B)    

  1(B) < 2/3
	Eu2 (B) > Eu2(A)
  50 1(B) > 100(1-  1(B) )

  1(B) >2/3


           Итак, игрок 2 может прибегнуть к использованию смешанной стратегии в том единственном случае, если  Eu2(A)= Eu2(B), т.е. полагая, что первый игрок будет выбирать B с вероятностью 2/3.


Дадим графическую иллюстрацию этой задачи, отложив по осям вероятности, к которыми каждый из игроков выбирает B в качестве места встречи.К сожалению, такого рода графическая иллюстрация может сопровождать лишь игры двух лиц, каждый из которых располагает двумя возможными стратегиями.


Если первый игрок выберет B местом встречи с вероятностью менее 2/3, то второму игроку целесообразно направить свои шаги к A,

если  с вероятностью более 2/3-  то целесообразно попытаться встретиться с первым игроком в B. И наоборот: если второй игрок выберет местом встречи B с вероятностью менее 2/3, то первому игроку следует направиться к A, а если - с вероятностью более 2/3 - то к  B . 
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 Профиль смешанных стратегий ( 1*, 2*), соответствующий точке пересечения пунктирных линий, и будет равновесием по Нэшу в смешанных стратегиях, наряду с двумя равновесиями по Нэшу в чистых стратегиях(обратите внимание на черные точки на графике).


Существенно, что неопределенность по поводу того, каким образом поведет себя партнер, отнюдь не означает неопределенности по поводу собственного поведения . При выборе первым игроком равновесной смешанной стратегии  1*(B)= 2/3  второй игрок оказывается безразличен между выбором любой из своих чистых стратегий, а следовательно, также и любой смешанной стратегий :Eu2(A, 1*)=Eu2(B, 1*)=U  * 

аEu2(B, 1*)+(1- а)Eu2(A, 1*)=U  * для   а ≤1 


Логика довольно проста: если одна из чистых стратегий, входящих в состав  смешанной имеет более высокий ожидаемый выигрыш(полезность), чем другие, то вероятность выбора это стратегии должна быть увеличена за счет снижения вероятности выбора стратегии менее выигрышной. Этот процесс продолжается до тех пор, пока  не будет достигнуто равенство ожидаемого выигрыша по всем чистым стратегиям. Соответственно,таким же будет и ожидаемый выигрыш(полезность) любой смешанной  стратегии.



В приведенной игре самостоятельно проверьте безразличие игрока к выбору любой из чистых стратегий или выбору любой смешанной стратегии, включающей эти чистые стратегии, в предположении, что второй придерживается равновесной смешанной стратегии.

Задачи: Найдите равновесие по Нэшу в смешанных стратегиях для следующих игр и дайте графическую иллюстрацию:

	1)
	                      игрок 2

	
	
	LEFT  
	RIGHT

	игрок 2
	ТОР    
	200,200
	0,0

	
	BOTTOM     
	0,0
	200,200


	2)"БИТВА ПОЛОВ" 
	                        ОН

	
	
	БАЛЕТ  
	БОКС 

	ОНА
	БАЛЕТ    
	2,1
	0,0

	
	БОКС     
	0,0
	1,2

	3) THE WELFARE GAME
	PAUPER
	

	
	
	TRY TO WORK
	BE  IDLE
	

	GOVERMENT
	AID
	3,2
	-1,3
	

	
	NO AID
	-1,1
	 0,0
	



Именно  равная полезность выбора любой стратегии, из числа входящих в состав смешанной равновесной стратегии или их произвольных комбинаций, не создающая для игрока стимулов придерживаться равновесной смешанной стратегии, вызывает, как правило, наибольшие сомнения в целесообразности рассмотрения равновесия Нэша в смешанных стратегиях: будучи индифферентным, партнер может легко отклониться от равновесной смешанной стратегии, что разрушает равновесие. Но как уже отмечалось,  возможны несколько иные интерпретации смешанных стратегий, а именно, разумно предположить, что в игре участвует не один игрок, а множество игроков с одинаковыми функциями полезности, при этом часть из них избирает одну чистую стратегию, а часть - другую, что, в конечном счете, равноценно использованию смешанной стратегии одним игроком, тип которого неясен.


Достижению  равновесия  способствуют:

•

Focal points. Достоверные равновесные исходы, обусловленные некими внешними обстоятельствами, влияющими на выбор. 

•

 Достижение некоего соглашения до начала игры(self-enforcing agreeement)

•

Для многократно повторяемых игр : стабильные социальные нормы



(stable social convention).Например: правила дорожного движения, допускающие пересечение перекрестка лишь при  загорании зеленого света.

•

 Равновесие по Нэшу как результат обучения или эволюции.

Существование равновесия по Нэшу в смешанных стратегиях. Теорема Нэша.
Теорема Нэша( Nash,1950): любая конечная некооперативная (бескоалиционная) игра имеет хотя бы одну ситуацию равновесия  в смешанных стратегиях.

Доказательство теоремы, основанное на использовании Brouwer's Fixed-Point Theorem, см Gibbons, c. 45- 48.  Равновесие гарантированно  существует в том случае, если   а) множества чистых стратегий игроков сепарабельны и компактны

( непустое, выпуклое подмножество в евклидовом пространстве);


б) функции полезности игроков- непрерывные и квазивогнутые .

 Однако невыполнение этих условий отнюдь не свидетельствует об отсутствия равновесий по Нэшу.

Часть 2  ДИНАМИЧЕСКИЕ (МНОГОШАГОВЫЕ) ИГРЫ  C ПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ. 


Экстенсивная форма представления игры.

Дерево игры обычно изображается графически с помощью диаграммы , состоящей из конечного числа вершин. 
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Вершины этой диаграммы называются  явлются позициями(nodes). В каждой позиции делает ход один из игроков. Линии, соединяющие некоторую позицию  с непосредственно следующими за ней, называются альтернативами этой позиции. 


Позиции, не имеющие последующих, называются окончательными(terminal nodes), а остальные - неокончательными(decision nodes).

 
На множестве окончательных вершин  Т определены функции 

U 1(t), U2(t), ... , Un (t), которые показывают сколько выиграет  каждый игрок, если игра закончится в вершине t Т.

Каждая окончательная вершина определяет единственную цепь , ведущую от начальной вершины к данному исходу.

 4.5 ДИНАМИЧЕСКИЕ ИГРЫ С ПОЛНОЙ(COMPLETE) И  СОВЕРШЕННОЙ(PERFECT) ИНФОРМАЦИЕЙ.


В играх с совершенной  информацией ранее сделанные ходы обозримы для всех игроков (как в дуополистических моделях  Штакельберга и ценового лидерства). В играх, рассматриваемых в экономической литературе, как правило предполагается  наличие perfect  recall, т.е.  игроки не забывают сделанные ими ходы, и, вообще, всю информацию, однажды ставшую им известной.



Вернемся к рассмотрению игры Matching Pennies, полагая что игроки не одновременно, а последовательно выбирают ту или иную сторону монеты орел или решку,  сообщая о своем выборе противнику.
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Различие между ходом и стратегией в динамической игре.


Для одношаговых игр это различие несущественно(чистые стратегии совпадают с возможными ходами). Но его следует отчетливо осознавать, рассматривая динамические(многошаговые)игры. 
Ход (action): выбор  орла(О) или решки(Р)

Cтратегия - полный перечень действий игрока, которые следует предпринять при различных ситуациях , в которых игрок может оказаться 

Стратегии второго игрока:

	s1 :  
	если игрок 1 сыграл О,играть О ;

если игрок 1 сыграл Р, играть О,
	всегда играть О

(always O - AO)

	s2 : 
	если игрок 1 сыграл О,играть Р;

если игрок 1 сыграл Р, играть Р,
	всегда играть Р

(always P - AP)

	s3 : 
	если игрок 1 сыграл О, играть О;  если игрок 1 сыграл Р,  играть Р,
	повторение хода 1- го

игрока (F - follow)

	s4 : 
	если игрок 1 сыграл О, играть Р ;

если игрок 1 сыграл Р, играть О,
	играть наоборот

(VV) 


У первого игрока в данном случае только две стратегии(О и Р). 

Если бы игру начинал второй игрок - все было бы наоборот.

	Нормальная форма представления этой 
	второй игрок

	последовательной игры:
	s1

АО
	s2

АР
	s3

F
	s4

VV

	
	орел
	-1,+1
	+1,-1
	-1,+1
	+1,-1

	первый игрок
	решка
	+1,-1
	-1,+1
	-1,+1
	+1,-1


Стратегия s3 для игрока 2 - доминирующая

4.6  МЕТОД ОБРАТНОЙ ИНДУКЦИИ(BACKWARDS INDUCTION)

 МОДЕЛЬ ТОРГА(BARGAINING GAME) 

РУБИНШТЕЙНА - СТИГЛИЦА(RUBINSTEIN-STIGLITZ)  

Метод обратной индукции(backwards induction)

Рассмотрим последовательную игру

[image: image12.wmf]1

2 

0

1 

1

3 

0

0 

2

2

1

T

B

T

T

B

B



Начнем анализ в рассмотрения последней стадии, в ходе которой(разумеется, если игра не будет окончена ранее, первый игрок выберет Т(3 > 0). Осознавая это, второй игрок ходом ранее несомненно выберет Т. Его выигрыш составит 1 , что предпочтительнее получения 0 на следующей стадии. Однако понимание того, каким  будет предстояший  выбор игрока 2, вынуждает игрока 1 закончить игру  уже на первой стадии, что позволяет ему получить 2  вместо 1 .


Решая  подобные задачи методом обратной индукции,  удобно рассматривать следующую последовательность ходов, постепенно отсекая последние этапы игры и перенося выигрыши, которые сулит игрокам их поведение на последующих этапах :
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Критика. Впрочем,   предсказание исхода игры методом обратной индукции предполагает, как уже отмечалось,  не просто рациональность игроков и не просто их осведомленность о рациональности партнера, а неч то большее- "common knowledge" : " я знаю, что ты рационален; ты знаешь, что я знаю, что ты рационален; ты знаешь, что я знаю, что ты знаешь  и т.д. и т.д.". При этом, чем более продолжительной является игра, чем более длинной становится приводимая "цепочка" рассуждений, тем менее убедительно они начинают выглядеть. Более того, заведомая выгодность продолжения игры для обоих партнеров, как в приведенной ниже сentipede game (Rosenthal,1981) вызывает всё большие сомнения  в исходе, предписываемом анализом игры методом обратной индукции, т.е. в выборе D  на первом же этапе. При этом возникает  естественное стремление оценить вероятность с которой игроки, осознавая свои выгоды от продолжения игры(чем дольше она длится, тем выше выигрыши), возможно будут выбирать А .

сentipede game
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Вариант  сentipede game  (Tirole/ Fudenberg,pp.).

                1     А1       2      А2       1
    А3
   2
А4     1     А5            
	
	D1 

(1,0)
	D2

(0,1)
	D3

(3,0)
	D4

(2,4)
	D5
(6,3)
	(5,5)



Следуя логике обратной индукции первому игроку следует выбрать  D1 , застраховав себя от возможных потерь. Но в конечном итоге оба игрока могут существенно выиграть, продолжив игру,  и все зависит от оценки поведения партнера: если игрок 2 полагает, что существует не менее чем 25 % шанс, что игрок 1 выберет  А3, то он сыграет А2 , что делает осмысленным и ход А1 .
Задачи: 


1. Дайте нормальную(матричную) форму представления приведенной  игры.
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2.Играется  следующая игра: партнер дает Вам $ 100.  Вы можете взять эти деньги себе или же отдать их обратно первому игроку, добавив к ним еще $ 100 . Подобная передача  денег ( с соответствующим добавлением $ 100) может быть повторена 5 раз. Как Вам следует поступить? 


3. Для игры, дерево которой приведено ниже, определите, пользуясь методом обратной индукции, оптимальный ход первого игрока.
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Определите методом обратной индукции равновесные по Нэшу чистые стратегии всех трех  игроков:  

Стратегия третьего  игрока: 


 если первый игрок выберет Т, если второй игрок выберет Т, выбрать  ...


 если первый игрок выберет Т, если второй игрок выберет В, выбрать  ...


если первый игрок выберет В,  выбрать  ...

Стратегия второго игрока:


 если первый игрок выберет Т, выбрать  ...

Стратегия первого игрока:  выбрать  ...

Теорема Zermelo( Zermelo's Theorem)( Zermelо,1913; Kuhn,1953)

Любая конечная игра с совершенной информацией имеет равновесие по 
Нэшу в чистых стратегиях, которое может быть найдено методом 
обратной индукции. Более того, если игроки  не имеют одинаковых 
выигрышей в различных окончательных позициях,  методом обратной 
индукции возможно найти только одно  единственное равновесие по Нэшу( 
что не исключает возможности существования прочих NE  в чистых 
стратегиях) 


Доказательство - см.Mas- Colell A., Whinston M.D., Green J.R. Microeconomic Theory, с. 272-273

Экономические приложения: 

 
- модель дуополии Штакельберга( 1934 г)


- Леонтьевская(1946 г.) модель взаимоотношений между фирмой и профсоюзом (монопольным поставщиком рабочей силы).

 Модель торга(bargaining game)  Рубинштейна - Стиглица(Rubinstein-Stiglitz) 

 Пример простейшей модели торга:

	А и В  делят между собой один доллар.На этот процесс отведено 3 дня. 

В  первый день предложение о пропорциях раздела делает А. В принимает предложение или отказывается от него. 

В случае отказа во второй день  соответствующее предложение делает В . Если А отказывается от него, то в третий день он  делает В  последнее предложение. Если В  вновь отклоняет его, то оба игрока не получают ничего.

Игроки различаются между собой  индивидуальными ставками дисконта (  для А доллар завтра эквивалентен  а долл сегодня, а  для  В -   b долл.), т.е. один из них менее терпелив.Дополнительно предполагается, что будучи безразличным между двумя предложениями каждый из игроков выберет вариант, более предпочтительный  для партнера

Определите, какую часть доллара должен предложить первый игрок второму в первый день, с тем, чтобы он принял это предложение сразу же.


	
	А
	В
	Используется метод обратной индукции.

	3 день
	1
	0
	Если в последний день А  предложит В ноль, тот согласится его принять(см.предпосылку) 

	2 день
	а
	(1- а)
	Зная, что в третий день А может получить доллар целиком, В во второй день предлагает ему сумму (а), эквивалентную 1 доллару в третий день. А должен принять это предложение, доля В при этом (1- а). 

	1

день 
	 1-(1-a)b

	(1- а)b
	Зная, что во второй день В получит(1- а), А в первый день предлагает ему (1- а)b, оставляя себе [1-(1- a)b]. В соглашается.


Обратите внимание, что если а =1, b< 1, все достанется А.

Иногда в такого рода моделях задается иное более общее правило раздела средств между игроками на последней стадии игры , а именно - оговорено, что в том случае, если игроки не смогут договориться между собой, эти средства будут поделены между ними в некоей изначально заданной пропорции. Разумеется, с тем чтобы стимулировать заключение соглашения между сторонами, это правило  предполагает своего рода штраф: не достигнув компромисса, стороны смогут неким образом разделить между собой лишь оговоренную  часть первоначальной суммы. Рассмотренная здесь модель есть частный случай этой более общей постановки, предполагающая , что участники наказываются изъятием всего объекта, подлежавшего разделу.

Задача: 


1.(модификация рассмотренной выше задачи)Определите, какую часть доллара должен предложить первый игрок второму в первый день, с тем, чтобы он принял это предложение сразу же, если известно, что в случае, если соглашение не будет достигнуто, на третий день каждый получит по 40 центов.
           2.Игроки А и В делят между собой 131 тыс рублей. Процентная ставка  для А- 10%, для В - 5 % в день. В первый день В делает предложение А. Если оно отклоняется, то во второй день предложение о пропорциях раздела делает А. В случае отказа В от предложения А, инициатива вновь переходит к В, и он делает последнее предложение А. Если в течение 3-х дней договоренности так и не удалось достичь,  в четвертый день А достается  121 тыс руб, а В - 10 тыс руб. 

Определите, какую часть доллара должен предложить игрок А игроку В в первый день, с тем чтобы он согласился на него. 


2(а)Определите, какую часть доллара должен предложить игрок А игроку В в первый день, с тем чтобы он согласился на него, если во второй день игрок А может сделать повторное  предложение игроку В,  

а в третий день инициатива переходит к игроку В. 


2(б)Определите, какую часть доллара должен предложить  игрок В игроку А в первый день, с тем чтобы он согласился на него, если в первый день он делает предложение игроку А(а в дальнейшем они чередуются). 

Модель Рубинштейна в общем виде:  
Делится 1 доллар или 1 пирог

Дисконт  - единый

Предложения делаются до тех пор пока одно из них не будет принято.

Если договоренность не будет достигнута, оба игрока ничего не  получают.
	
	А
	В
	

	 T 
	   
	0
	

	 T-1
	
	
	

	T-2
	1 - 2 )=2 
	)2 
	

	T-3
	23 
	1- 23 
	

	
	..........................
	...................
	

	1 
	 1 - 23 -2 - -1=

(1+ 2+...+ -2)-(2++ -2)=

(1 - )(1+2++ -2)=

(1- )[1/ (1- 2)] = 1/ (1+), 
	2 3 -2 + - 1=

(1- 2 3 .. - 2)=

=/ (1+)  = 1 - [1/ (1+)] 
	


  

(2++ -2) = T =0  T =(2)       при T

Этот результат можно получить  и более простым путем(см Тироль Рынки и рыночная власть).Игрок, делающий предложение, претендует на получение V i , 

 а игрок, которому делается предложение,на получение    W i .

V i + W i =1

Когда игрок 1 делает предложение W 2 =  V 2  

Когда игрок 2 делает предложение W 1 =  V 1   

Т.к. игра симметрична:    V 1 =  V 2  = V ;   W 1 =  W 2  = W
 Решив  систему                                  W  =  V  

 V  + W  =1
получаем: V = 1/ (1+); W  =/(1+)


Итак, при  Т игрок , делающий предложение,   претендует на получение доли равной  1/ (1+), при этом второму игроку достается доля, равная /(1+). Равновесные стратегии состоят в принятии  долей, больших или равных /(1+) , и отклонении меньших.
Рубинштейн ( в некоторых переводных изданиях называемый Рубинстайном) (Rubinstein) доказал, что это равновесие бесконечного горизонта единственно.

Экономическое приложение: торг предпринимателей с профсоюзами.

4.2.1.2.  СОВЕРШЕННЫЕ РАВНОВЕСИЯ ПО НЭШУ (SPNE - SUBGAME PERFECT NASH EQUILIBRIUM ) ДЛЯ ИГР С СОВЕРШЕННОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ. 

УСЕЧЕНИЕ ИГРЫ(SUBGAME).

 НЕОБОСНОВАННЫЕ УГРОЗЫ(INCREDIBLE THREATS). 

В динамических играх, так же как и в играх статических, остро стоит проблема выбора из равновесий по Нэшу тех из них, которые представляются более "reasonable", т.е. более разумными. Такого роды равновесия, впервые выделенные R. Selten в 1965 году, получили названиe совершенных равновесий по Нэшу (subgame perfect  Nash equilibrium  - SPNE).  


Ведем необходимые определения.
Def.     "Усечение игры" или "усеченная игра"(subgame) Gs представляет собой 
меньшую игру в пределах большой исходной  игры G, которая начинается в 
одной из неокончательных определенных позиций(decision nodes) и 
включает все неокончательные и окончательные позиции, следующие 
вслед за начальной для данной игры позицией. Иначе говоря, начав играть  
в усечении игры Gs , партнеры продожают делать это до конца игры G.


Для игр с совершенной информацией - любая из "ветвей" дерева игры G.

Def. (Selten, 1965): равновесное по Нэшу сочетание стратегий игроков 


(NE equilibrium) обладает свойством совершенства (т.е. является subgame 
perfect  Nash equilibrium  - SPNE) , если она одновременно является 
равновесной по Нэшу для всех усечений (subgames) Gs исходной игры G.

Пример 1. 


Рассмотрим проблему вхождения фирмы в отрасль, монополизированную другой фирмой. Монополия может смириться с вхождением на рынок новой фирмы, оставив цену на прежнем уровне(высокая - Н), но может и временно снизить ее , чтобы отпугнуть конкурента. В зависимости от того, как она себя поведет, он, в свою очередь, решает  для себя вопрос о целесообразности вхождения в отрасль.
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Используя метод обратной индукции, найдем равновесный по Нэшу исход этой игры 

(a1 *, R2(aM *)) =(низкая; не входить),

где  R2(a1* ) - реакция конкурента  на оптимальное решение монополии aM*, 

   т.е. снижение цены.

С тем, чтобы сформулировать стратегии игрока 2  и выделить все равновесные сочетания стратегий игроков, целесообразно  перейти от экстенсивной  к  нормальной форме представления этой игры:

стратегии игрока 1(монополии):{ цена высокая; цена низкая} 

стратегии игрока 2 (конкурента):
 1- не входить,если цена низкая;  входить, если высокая .

 2- никогда не входить

     (т.е.не входить,если цена низкая; не входить, если цена высокая) 

 3- входить всегда

     (т.е. входить,если цена низкая;  входить, если высокая) 

 4- не входить, если цена высокая;  входить, если низкая
	
	
	Игрок 2(конкурент)

	Игрок 1
	
	1
	2
	3
	4

	(монополист)
	высокая
	40,10
	80,0
	40,10
	80,0

	
	низкая
	43,0
	43,0
	38, -25
	38,-25


 
1 NE:  цена низкая | не входить,если цена низкая; входить, если высокая}
Если монополия назначит низкую цену -  стратегия конкурента содержит наилучший ответ ( 0 >(- 25));

если конкурентом выбрана стратегия "не входить,если цена низкая; входить, если высокая", то монополия, предвидя реакцию конкурента и выбирая между 43(цена низкая, он не входит) и 40(цена высокая - входит) , предпочитает назначить низкую цену.


2 NE: { цена высокая | входить всегда}


Предположим, конкурент утверждает, что он войдет на рынок вне зависимости от того, какую цену назначит монополист. В этом случае монополист, выбирая между 38 и 40, должен назначить оставить цену на прежнем  монопольно высоком уровне. Эта пара стратегий также будет являться равновесием по Нэшу(если входит- цена высокая, если цена высокая - входит): но его не следует рассматривать,т.к. оно основывается на incredible threats (необоснованных угрозах). Итак, игрок пытается убедить другого, что  он будет придерживаться  определенной  стратегии, в случае тех или иных ходов со стороны партнера( даже если вы снизите цены -  я все равно войду на рынок). Но эта угроза необоснованная , т.к. в случае снижения цен, конкурент не войдет на рынок( иначе вместо 0 он получит - минус 25)


Необоснованные угрозы(incredible threats)- угрозы, которые не будут реализованы, коль скоро дело дойдет до конкретной ситуации, которую пытается предотвратить угрожающий. Не будут реализованы , т.к. это не в интересах самого игрока, угрожающего партнеру(это решение не является равновесным в усеченной игре) Такого рода угрозы следует игнорировать, отбрасывая соответствующие равновесия по Нэшу, как не являющиеся совершенными равновесиями по Нэшу(subgame perfect  Nash equilibrium - SPNE). 


Кстати, обратите внимание на следующие обстоятельства:

•
 равновесный по Нэшу исход игры, найденный методом обратной индукции   (aM *, RK(aM *))=(цена низкая; не входить) соответствет  совершенному равновесию по Нэшу (SPNE) : 


{aM *, RK(aM )} ={цена низкая  |  не входить,если цена низкая;  входить, если высокая};

•
второе равновесие по Нэшу, отброшенное нами, основывается на использовании слабо доминируемой стратегии второго игрока( по этому поводу целесообразно обратиться к учебнику  Creps, разделы 12.7.1-12.7.2, рр.417- 425).

Пример 2.       Бен предлагает Марии выйти за него замуж.

Экстенсивная форма представления игры:
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Равновесный по Нэшу исход этой игры 

(aM *, RB(aM *))=(Мария скажет нет, Вен найдет другую),

где  RB(aM* ) - реакция Бена на оптимальное решение Марии: aM*).

несложно найти, используя метод обратной индукции:
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Однако, с тем, чтобы сформулировать стратегии Вена и выделить все равновесные сочетания стратегий игроков, удобнее перейти от экстенсивной  к  нормальной форме представления этой игры:
Стратегии Марии:  aM ={ да , нет}

Стратегии Бена:   1  - если да , то отлично, если "нет" - найду другую



        2 -  если да, то отлично, если нет - самоубийство
	
	
	Бен

	
	
	1
	2

	Мария
	да
	- 50,100
	- 50,100

	
	нет
	0, 50
	-100,-1000


NE :  
	1
	{нет|если "да",то отлично; если "нет", найдет другую}

Если Бен в случае отказа найдет другую, то Марии лучше сказать "нет"( 0 > - 50)

 Если Мария скажет "нет", то Бен найдет другую.

( 100 > - 1000)
	 subgame perfect 

 Nash equilibrium (SPNE)

   (aM *, RB(aM )),

	2
	{ да |если "да", то отлично, если "нет", то suicide}

Если Бен в случае отказа  убьет себя, то  Марии лучше выйти за него замуж(- 50 > - 100)

 Если Мария скажет "да", то отлично( 100 > - 1000) 
	Это NE  следует отбросить как основанное на incredible threat: 

50  > -  1000 (если Мария  скажет "нет", Бен  не совершит самоубийство).



Как мы видим равновесный по Нэшу исход игры, найденный методом обратной индукции 

(aM *, RB(aM *))=(Мария скажет нет, Вен найдет другую) 

соответствет  совершенному равновесию по Нэшу (SPNE) :

 (aM *, RB(aM ))= {"нет"|если "да",то отлично; если "нет", найдет другую}.

________


Результат рассмотрения этих двух примеров не случаен, поскольку  в играх с совершенной информацией  множество NE , выявленных методом обратной индукции  всегда совпадает с множеством  SPNE . Это происходит вследствие того, что в играх с совершенной информацией каждая  неокончательная вершина является началом усечения игры, и последовательно выявляя методом обратной индукции оптимальные стратегии игроков в рамках каждого усечения игры, мы тем самым выявляем лишь совершенные равновесия по Нэшу. 

Совпадение множества  NE , выявленных методом обратной индукции  с множеством SPNE  в сочетании с теоремой Zermelo( Zermelo's Theorem)(формулировку теоремы см. выше), дает нам веское основание полагать 

что 


1)любая конечная игра с совершенной информацией имеет  совершенное равновесие по Нэшу (SPNE )в чистых стратегиях


2) это  совершенное равновесие (SPNE ) единственно,  если игроки  не имеют одинаковых выигрышей в различных окончательных позициях. 

Приложения: Равновесие по Штакельбергу.

Cмешанные стратегии.
15. 2. 2. ИГРЫ С ПОЛНОЙ, НО НЕСОВЕРШЕННОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ. ИНФОРМАЦИОННЫЕ МНОЖЕСТВА.

 УСЕЧЕНИЯ ИГРЫ В УСЛОВИЯХ НЕСОВЕРШЕНСТВА ИНФОРМАЦИИ.

Если в задачах с совершенной информацией на каждой стадии решалась задача максимизации полезности одним из  игроков(поочередно),  то  в условиях несовершенства информации речь идет  о рассмотрении  своего рода "одновременной"  игры.(  простейший  пример : модель дуополии Курно). 

Def.     Информационное множество(information set): совокупность 
состояний(nodes), неразличимых для игрока(на дереве игры выделено 
пунктиром: игрок 2 не знает, как сыграл игрок 1). Игрок знает в каком 
именно информационном множестве он находится, но не знает в какой 
именно позиции данного множества. 
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При этом, все позиции из одного информационного множества должны иметь одно и тоже число альтернатив и никакая позиция не должна следовать за другой позицией из того же самого информационного множества.


Кстати, игры с совершенной информацией иначе можно определить как игры, которых информационные множества состоят из одного элемента                (a singleton information set).

Def.     "Усечение игры" или "усеченная игра"(subgame) Gs   для игр с 
несовершенной информацией обладает следующими свойствами:


- начинается в одной из неокончательных определенных позиций


(a singleton information set);


- начав играть  в усечении игры(subgame), партнеры продожают делать 
  
  это до конца игры;


- все игроки знают, что они играют в данном усечении игры,что исключает 
возможность "broken" (т.е. дробных) информационных множеств как на 
приведенных ниже рисунках (непрерывной линией выделены 
информационные множества).


Все группы, выделенные пунктиром не являются усечениями игры.
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Пример: 

[image: image28.wmf]L

L'

L'

L"

L"

L"

L"

R

R'

R'

R"

R"

R"

R"

1

2

2

3

3

3

3

6 

4 

4

1 

2 

1

2 

2 

4

1 

3 

2

6 

5 

5

3 

2 

6

1 

2 

3

2 

3 

4

[image: image29.wmf]L

L'

L'

R

R'

R'

1

2

2

3

3

3

6 

4 

4

2 

2 

4

3 

2 

6

2 

3 

4


Cтратегии первого игрока: 
•
играть L
      играть R
Cтратегии второго игрока: 
      всегда выбирать R '

      всегда выбирать L'
•
eсли первый игрок играет R, играть R ', eсли первый игрок играет L, играть L '
      eсли первый игрок играет R, играть L ', eсли первый игрок играет L,  играть R '
Cтратегии третьего игрока:  
       всегда выбирать R"

       всегда выбирать L"
•
 eсли (R, R ') играть R",   в ином случае( не (R, R ')) выбирать  L"
       eсли (R, R ') играть L",   в ином случае(  не (R, R '))  выбирать R"
Равновесные стратегии:
( L ;  

eсли R, то R ', eсли L, то L '  ;

 eсли (R, R '),то R", в ином случае - L")
         
Исход игры:  ( L ;  L ' ;  L")
Обратите внимание на различие между равновесными стратегиями и исходом игры.

В приведенной игре всего одно усечение игры, выделенное пунктирной линией( все варианты выделения информационных множеств, начинающихся в позициях 2-го игрока приходится отбросить, т.к. это приведет к разбиению информационных множеств (т.е."broken information set").


Рассмотренная выше игра имеет тривиальное решение ввиду наличия у игроков 1 и 3 доминирующих стратегий.   

Изменим две цифры (они выделены), 
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Для того, чтобы в этих условиях попытаться предугадать исход этой игры с несовершенной информацией, следует располагать  оценками  вероятности того, что будет достигнута та или иная из позиций, входящих в информационное множество. 

 
Если не будут последовательно выбраны ходы (R, R'), то субъективная ожидаемая полезность, которую игрок 3 припишет выбору  L" и  R" в информационном множестве

Eu3( L" ) =Р(L' L) (0) + Р(R' L)(6)+ Р(R)(4)

Eu3( R" ) =Р(L'  L) (3) + Р(R' L)(5)+ Р(R)(2)  


В частности, если игрок 3 полагает, что вероятность выбора стратегии L первым игроком , т.е. Р(L) равна a , а  вероятность выбора стратегии  L' вторым игроком в достигнутой позиции равна b, 

то вероятность  Р(L'/ L) равна а b,

     вероятность  Р(R'/ L) равна а (1- b),

     вероятность  Р(L'/ R) равна (1- а)

 Например, при а=0.5; b=0.2 , третий игрок, оказавшись в информационном множестве, отдаст предпочтение стратегии  L".
	Р(L' L) = 0.1

Р(R' L)=0.4

Р(L' R)=Р(R)=0. 5
	U3( L" ) =0,01 (0) + 0,4(6)+ 0,59(4)=4,4

U3( R" ) =0,01(3) + 0,4 (5)+ 0,59 (2) =3,3

в информационном множестве игрок 3 выберет L"


4.2.3. ИГРЫ С "ПОЧТИ СОВЕРШЕННОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ".ПОВТОРЯЕМЫЕ ИГРЫ



"Предположим, что игру можно разделить на ряд периодов t =1,2,..T(где T конечно или бесконечно), что в каждый период t времени игроки одновременно выбирают  ходы, зная все ходы, выбранные всеми с периода 1 до периода t -1 .

Из- за того, что такая игра предполагает одновременность только в рамках периода, мы называем эти расширенные формы играми с "почти совершенной" информацией. Простейшим примером такой игры является "повторяемая игра", в которой простая однопериодная игра с одновременным ходом повторяется  Т раз и в момент t  игроки знают все ходы произведенные до t .


Однопериодная игра одновременного хода называется составной игрой "

( a stage game)(Тироль "Рынки и рыночная власть", с.674)
4.2.3.1.  ИГРЫ С КОНЕЧНЫМ , ИЗВЕСТНЫМ ЧИСЛОМ ПОВТОРЕНИЙ

        ( FINITELY REPEATED GAMES).  ПАРАДОКС СЕТИ МАГАЗИНОВ(THE CHAINSTORE PARADOX).

Итак, рассмотрим динамическую  игру, являющуюся  многократным повторением игры, записанной в нормальном виде. 


Упрощающее предположение: в составной игре(stage game) существует лишь одно равновесие по Нэшу.  



В этом случае  именно оно и избирается в каждой повторяемой составной игре. При этом  выигрыш в такого рода играх представляет собой приведенную к единому моменту сумму выигрышей, получаемых  в каждом из конечного числа  повторов игры. 

G:  Одноходовая "дилемма заключенного"
	
	
	
	B

	
	
	
	defect
	coop

	
	A   
	defect 
	1,1
	4,0

	
	
	coop
	0,4
	3,3


Экономические интерпретации: 

•
 модели олигополии - Бертранa(Bertrand)и Курно( Сournot), 

•
protection/ free trade, 

•
уплата налогов(общественные блага),

•
соблюдение/нарушение квот в картеле, 

•
реклама

•
environment/pollution. 

G(2):  "Дилемма заключенного", повторяемая 2 раза. 
	
	
	
	B

	
	
	
	defect
	coop

	
	A 
	   defect 
	2,2
	5,1

	
	
	        coop
	1,5
	4,4



Обратная индукция: выбор на первой фазе, в  предположении, что в конечной, второй фазе избирается (defect,defect),т.е.выигрыш (1,1).Простоты ради полагаем здесь дисконт равным 1. В итоге: такое же равновесие в доминирующих стратегиях. Если равновесий по Нэшу несколько,  ситуация несколько сложнее(см. Gibbons,с.84- 88).


Если составная игра (a stage game) G имеет единственное равновесие по Нэшу,  то тогда, повторяя ее  любое конечное число раз Т , т.е. рассматривая повторяемую игру G(T) , мы  можем убедиться, что эта игра имеет лишь одно совершенное равновесие по Нэшу (SPNE),  cовпадающее с равновесием по Нэшу в составной игре G.


Для игр с конечным числом повторений Т  усечение игры (subgame), начинающееся на ходе t +1, обозначают G(Т -  t).Число таких усечений соответствует  числу вариантов развития событий до момента t .

The Chainstore Paradox( Selten,1978)


Рассмотрим игру, в которой 20 фирм стремятся последовательно войти на двадцать региональных рынков(по одной фирме на каждый рынок), монополизированных некоей сетью магазинов(incurbent ). Поведение фирмы-монополиста, владеющей этой сетью магазинов, обозримо для фирм, стремящихся войти на  рынки.  Тем самым эта игра вполне соответствует описанию игр с конечным числом повторений, данному выше. 

Составная игра:

[image: image31.wmf]Stay out
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Казалось бы с тем, чтобы предотвратить попытки входа, фирме-монополисту  следует создать себе репутацию, т.е. следует вести ожесточенную борьбу  с фирмами , стремящимися войти на региональные рынки. Однако  этот вывод не верен. Если новая фирма войдет на рынок, то укоренившейся фирма не будет ей препятствовать( и это известно фирме, стремящейся внедриться на рынок). Eсли на 19 рынках уже были предприняты попытки входа(нас в данном случае не интересует, как вела себя на них фирма, владеющая сетью магазинов ), то на двадцатом рынке следует выбрать стратегию Сollude. Далее методом обратной индукции мы приходим к равновесной по Нэшу  паре стратегий "always collude,  always enter". Эта пара не просто явялется  NE  , более того, она- SPNE.  

 Другая равновесная по Нэшу  пара стратегий   "always fight, never enter" не является  SPNE, т.к. это равновесие базируется на необоснованных угрозах укоренившейся фирмы.

4.2.3.2. ИГРЫ С  БЕСКОНЕЧНЫМ ИЛИ НЕИЗВЕСТНЫМ ЧИСЛОМ ПОВТОРЕНИЙ

( INFINITELY REPEATED GAMES).

СТРАТЕГИЯ КУРКА: РАВНОВЕСИЕ ПО НЭШУ И УСЛОВИЯ, СПОСОБСТВУЮЩИЕ УСТОЙЧИВОСТИ СОГЛАШЕНИЙ. СТРАТЕГИЯ "TIT-FOR-TAT".


В играх с бесконечным(или неизвестным) числом повторений даже при существовании единственного равновесия по Нэшу  итоговый выигрыш не может быть получен простым суммированием приведенных выигрышей.  В такого рода играх  возможно получение принципиально иного(чем в играх с известным конечным числом повторений) результата.Впереди всегда остается  некая жизнь и, соответственно, - возможность воспользоваться выгодами кооперации.Именно кооперации, несмотря на то обстоятельство, что единственным равновесным по Нэшу исходом в stage game может быть(как в "дилемме заключенных") отказ от нее  одновременно обоих игроков. 



Возможные равновесные(по Нэшу) стратегии игроков.

1. Стратегия предательства будет равновесной по Нэшу,  ибо следование ей одним игроком предопределяет выбор подобной стратегии и другим игроком(он не сможет выиграть, отклоняясь от этой стратегии). Проблема состоит лишь в крайней невыгодности подобного равновесия для  обеих сторон.  

2. Стратегия наказания за предательство- "стратегия курка" или "стратегия предохранителя" (trigger strategy) , иногда называемая также  "мрачная стратегия(grim strategy)":
	
	"кооперироваться до тех пор, пока партнер не предаст,

 с предавшим не кооперироваться никогда".



Для того, чтобы доказать, что пара таких стратегий образуют равновесие по Нэшу, покажем, что коль скоро один игрок придерживается подобной стратегии,  другому не остается ничего иного, как последовать его примеру. 


Нетрудно догадаться, что для этого необходимо наложить некоторые ограничения на размер дисконт - фактора , а именно предположить, что он не слишком мал, точнее - близок к единице( в противном случае будущее значит мало). Применительно к процентной ставке r - наоборот: на нее накладываются ограничения сверху .

 
Несложно определить критические значения параметров.Например, если в результате предательства игрок получил в некоторой игре 4, но обрек себя на получение только 1 в каждой из последующих игр, то приведенная стоимость его выигрышей(начиная с "момента предательства", к нему  и будут приводится последующие выигрыши) равна   PV = 4 + (1/ r).  

Придерживаясь стратегии сотрудничества, игрок получал бы  PV= 3 + (3/ r).
  3 + (3 / r) >  4 + (1/ r).
Итак, выгоды от кооперации превосходят выгоды "предательской" политики, если   

 r <  2,00 
(для дисконт-фактора : = (+ r) >1/3    или  

 3 + (3/ (1-) ) > 4 + (/ (1-)), что дает тот же самый результат:1/3


Итак,  r <  2,00  или = (+ r) 1/3. 


Итак, при уровне дисконта близком к единице (едином с силу симметричности выигрышей)   стратегия наказания формирует равновесие по Нэшу, ведущее к кооперации - у обеих сторон отсутствует заинтересованность в отклонении от сотрудничества. Но коль скоро одна из сторон все же отклонилась от сотрудничества, ей ничего не остается как выбирать в каждой последующей игре некооперативное действие, ибо попытки продемонстрировать вновь свою приверженность разрушенному союзу являются и напрасными(она не может рассчитывать на прощение, если партнер придерживается стратегии курка) и обременительными для нее.

Но в определенном смысле, это наказание - слишком жестоко и лишает партнеров выгод от взаимного воспитания в духе сотрудничества(хотя несомненно это сотрудничество стимулирует). 


Более того, пара равновесных по Нэшу стратегий курка формирует в то же самое время и совершенное равновесие по Нэшу. Для того, чтобы проверить,  удовлетворяет ли требованиям  subgame perfect  Nash equilibrium стратегия курка( trigger strategy), точнее пара таких стратегий, следует убедиться в том, что эта пара стратегий будет равновесной не только для игры в целом, но и для каждого усечения этой игры.



Для игр с конечным числом повторений Т : усечение игры( subgame), начинающееся на ходе t +1, обозначают G(Т -  t).Таких усечений может быть множество, в зависимости от числа вариантов развития событий до момента t .


Для игр с бесконечным числом повторений : усечение игры( subgame), начинающееся на ходе t +1, идентична игре в целом G(∞,). В сущности возможны только два вида усечений  бесконечно повторяемой игры: начинающиеся с составной игры, в которой партнеры кооперируются( а следовательно, кооперировались и до того) и  те, началу которых предшествовало  предательство одной из сторон. В первом случае, следуя стратегии курка выгоднее продолжать сотрудничество, во втором - на него нельзя рассчитывать и остается  предпринимать действия, предписываемые  для такого рода ситуаций все той же стратегией курка. 
3. Стратегия "Око за око..."( Tit-for-tat strategy ) 

	
	"кооперироваться до тех пор, пока партнер не предаст,

 в дальнейшем - копировать  поведениепартнера в предыдущей составной(однопериодной) игре".



Таким образом эта стратегия - повторение последнего хода партнера допускает возврат к сотрудничеству с раскаявшимся партнером  Но в то же время в отличие от стратегии курка стратегия  tit-for-tat  не ведет к устойчивому сотрудничеству(не является совершенным по Нэшу): партнер, оказавшись в сложном положении, вновь предаст, рассчитывая, на возврат к сотрудничеству в будущем.  Поскольку выигрыш предающего первым имеет большую приведенную стоимость, чем полее поздний во времени выигрыш второго игрока в момент возврата первого к сотрудничеству, то целесообразно рассматривать варианты этой стратегии, предполагающие своего рода штрафы за предательство. Например, игрок может допускать возврат к сотрудничеству, но лишь после того, как партнер дважды продемонстрировал свое стремление кооперироваться и, соответственно, этот игрок дважды получил высокие платежи(4).


Дисконт   может интерпретироваться несколько шире чем обычно, если речь идет о играх с неизвестным числом повторений. Будем полагать, что в конце каждой игры  определяется, будет ли играться следующая. Например бросается  кубик, и при выпадении "шестерки" игра прекращается.В этом случае р 

( вероятность прекращения игры) равна 1/ 6. Соответственно, вероятность ее продолжения  (1-р)= 5/ 6. Эту вероятность следует учесть, рассчитывая ожидаемый выигрыш от продолжения игры.  В этом случае' одновременно учитывает как разновременность выигрышей, так  и возможность прекращения игры:
' = (- р )/(+ r) =(5/ 6)
  3 + (3'/ (1-') ) > 4 + (' (1-'))  '/3 (5/ 6)(1/3)=5/18

Это логично: неопределенное будущее должно меньше значить в межвременном выборе, и следовательно, в игре с неопределенным числом повторений выгоды кооперации могут перевесить  выигрыш от предательской политики и при более низком значении дисконта, или, иначе говоря,  и при более высоком уровне процентной ставки(/(+ r)5/18  r <  2,6)  

	Поток 
	  Приведенная стоимость 

	платежей
	процентная ставка  r     
	дисконт - фактор 

	х в конце каждого периода на протяжении конечного количества периодов Т
	   Т
t=1 [х / (1+ r)t ]
	               Т
i=1 t  х 

	х в конце каждого периода на протяжении бесконечного количества периодов 
	   
t=1[х/(1+r)t] = х/r
	  х +х+х3  +... =

= х/ (1-) 

	х в начале каждого периода на протяжении бесконечного количества периодов
	 х + х / r
	х +х+х +... =

 = х / (1- )
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