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5.1. ИГРЫ С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ.
Игры с неполной( iтcomplete)  информацией (I-games)

(экономические приложения: модели с асимметричной информацией).
Def.(Harsanyi)


Игры с неполной( iтcomplete)  информацией(I-games) отличаются от игр с 
полной информацией(complete)(С-games) тем, что в них игроки(или, по крайней мере часть игроков) не располагают полной информацией о математической структуре игры, т.е. ее описании в нормальной или экстенсивной форме. Эта неполнота информации может проявляться  в незнании игроками 



- платежных функций (чужих или даже своих собственных);



-  стратегий, доступных игрокам( в том числе им самим); 



- информации, которой располагают игроки и пр. 


Но  эти различные варианты неполноты информации могут быть сведены к неполноте знаний игроков о платежных функциях Ui( S) , где  S=(s1, ... ,sn ) - все возможные сочетания стратегий игроков(i- индекс игрока).


Американский ученый Джон Харшаньи, внесший значительный вклад  в развитие теории игр, предложил неопределенность по поводу  платежной функции игрока рассматривать как неопределенность по поводу хода, осуществляемого Природой(Nature), выбирающей из множества типов i - го игрока некий определенный тип. При этом предполагается, что платежная функция каждого типа этого  i - го игрока  известна всем игрокам, неизвестен лишь тип  i - го игрока, участвующий в игре,т.е. каждый игрок знает, что его партнер принадлежит к определенному множеству игроков, но не знает, какой именно из них - играет с ним(вспомните о интерпретации смешанных стратегий).  Тем самым игры с неполной информацией представляются как игры с полной, но несовершенной информацией. 


Рассмотрим ситуацию, в которой монополист, предполагающий строить  новое предприятие, сталкивается с возможным вхождением в отрасль новой фирмы. Эта фирма не может различить тип монополиста(определяемый в данном случае лишь уровнем издержек монополиста). При этом мы будем полагать, что возможны два варианта: МL и  МH  , причем захватчик полагает, что с вероятностью р  монополист имеет высокие издержки: Prob(high )=р.  При этом вход в отрасль является выгодным только в том случае, если монополист откажется от расширения своих производственных мощностей .


Итак, монополисту навязывается статическая или одновременная игра( что в данном случае равноценно участию в динамической игре с несовершенной информацией, где позиции одного из игроков образуют информационное множество), но неинформированность о типе  монополиста не позволяет входящей фирме понять, в какой именно из двух игр ему предстоит участвовать. 

МH - тип H игрока M(высокие издержки)       МL  - тип L игрока M(низкие издежки)
	
	
	enter
	don' t enter
	
	
	
	enter
	don' t enter

	МH
	build
	0, -1
	2,0
	
	МL 
	build
	1.5, -1
	3.5 , 0

	
	don' t build
	2, 1
	3,0
	
	
	don' t build
	2, 1
	3, 0
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В подобном случае в соответствии с преобразованием Харсани в число игроков включается природа, определяющая тип игрока. Ниже приведены два возможных варианта такого рода игры, различающиеся тем, в какой момент природа вступает в игру. Соответственно, игрок М  принимает решение либо осознавая, либо не осознавая  собственный тип.  Впрочем, это различие является принципиальным.  В первом  случае информациия асимметрична, поскольку игрок  М  знает свой тип.Во втором случае информация в игре является симметричной: оба игрока( М и Е) в равной степени не обладают информацией о типе игрока М  и вынуждены делать свой ход, полагаясь на некие вероятностные оценки. Так, начинающий специалист , как правило, не отдает себе отчет в том, насколько он соответствует занимаемой должности.  Выбор того или иного варианта построения игры диктуется содержательными соображениями.  


Впрочем, дело не только в "неопытности" агента. В последнее время проблема  индентификации собсттвенного типа агентом привлекла особое внимание. В частности, был опубликован ряд работ, авторы которых, основываясь на анализе данных о контрактах, заключаемых, в  первую очередь,  в сфере страхования) делали вывод о том, что агент, как правило, сам не в состоянии определить свою принадлежность к тому или иному типу. Простейший пример являет собой  водитетель, полагающий себя  асом и , соответственно,  не желающий тратить на страховку значительных стредств, в то время как именно  поведение этих агентов является(по мнению сотрудников страховых компаний) наиболее рискованным. См. например статью  Chiapporri &Salanie"Тesting for Asymmetric Information in Insurance Markets", JPE 2000
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	Вариант 1 
	Вариант 2



Включение в число игроков природы тем самым позволяет перейти от игры с неполной информацией к игре с полной, но  несовершенной информацией. Однако  в полученной последовательной игре( вариант 1) невозможно выделить те равновесия по Нэшу, которые являются "совершенными(SPNE)". Действительно, единственным  усечением этой игры является ее полная версия.  Информационные множества, объединяющие позиции, в которых ход делает монополия, препятствуют выделению иных усечений игры, а соответственно и отсечение части равновесий по Нэшу, как не прошедших проверку на "совершенство"(SPNE).  Тем не менее потребность в такого рода разграничении или очистке равновесий по Нэшу(рафинировании - refinement) существует. 


Начнем со статических игр с неполной информацией(т.е. игр в которых игроки принимают решение одновременно, но не все участники при этом осознают тип партнеров), к числу которых принадлежит и описанная выше игра, и  введем новое понятие - равновесие по Байесу-Нэшу( BNE - Bayesian Nash equilibrium). 

5.2. СТАТИЧЕСКИЕ ИГРЫ С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ.
РАВНОВЕСИЕ ПО БАЕЙСУ-НЭШУ. 

          В каждом информационном множестве игрок имеет некие ожидания((beliefs)  по поводу принадлежности прочих игроков к тому или иному типу. Соответственно, речь должна идти о максимизации ожидаемой  полезности каждого игрока, следующего своей равновесной стратегии при  заданности  равновесных стратегий прочих игроков. 

Равновесие по Байесу-Нэшу( BNE - Bayesian Nash equilibrium) 

Def.   В статической игре с неполной информацией 


G= {A1, A2,..., An; T1, T2,..., Tn; p1, p2,..., pn;  u1, u2, ..., un}  


профиль стратегий s*=(s1*,s2*,...,sn*) формирует равновесие по Байесу-Нэшу


( BNE - Bayesian Nash equilibrium) в чистых стратегиях, если для каждого игрока i и для каждого из возможных типов  i- го игрока  ti Ti ,  si*( ti)  максимизирует субъективную ожидаемую полезность

maxai Ai ti Ti Рrob(t- i | ti)  Eui( ai , s- i*; t) 

s1*, s2*, ...,si-1*, si+1* , ..., sn*

При этом в равновесии ни один из игроков, каким бы типом он ни был бы представлен, не захочет изменить своей первоначальной стратегии после выявления истинного типов прочих игроков(иначе говоря, его ожидания оказываются достоверными). 


Остается только разобраться в том,  каким образом формируются эти ожидания(особенно это важно, когда речь идет не о одновременных(статических), а о динамических играх, в которых  поведение игрока может позволить уточнить априорные ожидания о его принадлежности к тому или иному типу.  Однако , не забегая вперед,  следует заметить, что такого рода уточнение возможно и в статических играх -  хотя бы на основании информации о собственном типе(например, одна из сторон, участвующих в переговорном процессе, осознавая свой собственный тип, может предвидеть тип партнера). Основой такого рода оценок  может служить формула Байеса:

           Prob(А/ В) = Prob(А, В )/ Prob(В) = Prob(В/А) Prob(А)/ Prob(В) 
легко выводимая из выражения для совместной вероятности Prob(А, В ):

Prob(А, В )= Prob(А/ В) Prob(В))= Prob(В/ А) Prob(А).


 Типичным примером, иллюстрирующим использование формулы Байеса является следующий. Предположим, что априорная вероятность того, что реализация некоторого проекта будет успешной : Prob(G)= 0.5. Фирма, желая  достичь большей определенности, может заказать маркетинговое исследование. Разумеется, результаты этого исследования также не являются абсолютно достоверными, а именно существует 90%-ая вероятность  того, полученный фирмой положительный результат , отражает реальное положение дел:  Prob(Pos/ G)= 0.8 ,

и  30%- ая вероятность, что  положительное заключение будет получено при неблагоприятной ситуации : Prob(Pos/ B)= 0.3 . Оценим вероятность того, что предприятие будет успешным при получении положительного заключения  маркетинговой фирмы

            Prob(G/ Pos) = Prob(G, Pos )/ Prob(Pos) 

где    Prob(G, Pos ) = Prob(Pos/G) Prob(G)=(0.9)(0.5) = 0.45

         Prob(Pos) =  Prob(Pos/ G) Prob(G) + Prob(Pos/ B) Prob(B) = 

                           =  (0.9)(0.5)+ (0.3)(0.5) = 0.6 
        Prob(G/ Pos) = 0.45 / 0.6 = 0.75


Однако предположим, что две партии  в США имеют равные шансы на победу. Но в зависимости от того,  какая из партий победит различаются вероятности победы на выборах у  партии  Х в  иной  стране.  Вероятность этой партии  выиграть выборы равны  0.8 при победе республиканцев и  0.3 - при победе демократов. Соответственно, вероятность победы республиканцев  в случае прихода к власти партии Х равна  0.75.


Итак, если некая лотерея или Природа (Nature) выбрала для представления в игре в качестве игрока 1  тип  t1k ( этот тип(active type)очевиден самому игроку 1). Основываясь на этой информации  игрок 1 может определить вероятность того, что игрок  2 будет представлен типом  t2 m. Применительно к нашей ситуациии:
Prob(t2 m , t1k) = Prob(t2 m|t1k) Prob(t1k)= Prob(t1k| t2 m)Prob(t2 m).

        и       Prob(t2 m|t1k)=Prob(t2 m , t1k)/ Prob(t1k) = pk m /m pk m 
где    pk m =Prob(t2 m, t1k);  m  pk m = Prob(t1k)


C другой стороны, предположим ,что Природа выбрала для представления в игре  в качестве игрока 2 тип  t2 m, и  что этот тип(active type)очевиден самому игроку  2. Основываясь на этой информации  игрок 2 может определить вероятность того, что игрок 1 будет представлен типом  t1 k:

 Prob(t1 k|t2 m)= Prob(t2 m , t1k)/ Prob(t2 m)=pk m /k pk m

где  k pk m = Prob(t2 m)


Итак, если в С-game выигрыши игроков обусловлены только стратегиями(чистыми или смешанными) ими избираемыми, то  в  I - game  они зависят также от ожиданий игроков типов игроков.   

Ожидаемая полезность типа  t1k :     

  Eu1 k(s1 k, s2 *) =mProb(t2 m|t1k) Eu1 k(s1k, s2 m; k, m)
Соответственно, ожидаемая полезность  типа  t2 m  

   Eu2 m(s1*, s2 m)=k Prob(t1 k|t2 m) Eu2 m(s1k, s2 m; k, m)

Впрочем, вернемся к рассматриваемой игре.

Оптимальные стратегии игроков.

Монополия (игрок 1).


Рассматриваемая нами игра с вхождением в отрасль несколько проще -  тип захватчика единственен .  Соответственно,  довольно просто можно определить стратегии монополиста.  В случае, если издержки монополиста высоки (high), т.е. он представлен типом H,  стратегия "don' t build " является доминирующей. Если  же речь идет о втором типе игрока М,  т.е. МL , то всё зависит от сложившихся у монополиста ожиданий по поводу того, насколько вероятным является вхождение в отрасль другой фирмы. 

МH - тип H игрока M(высокие издержки)       МL  - тип L игрока M(низкие издежки)
	
	
	enter
	don' t enter
	
	
	
	enter
	don' t enter

	МH
	build
	0, -1
	2,0
	
	МL 
	build
	1.5, -1
	3.5 , 0

	
	don' t  build
	2, 1
	3,0
	
	
	don' t build
	2, 1
	3, 0


 Обозначим ожидания монополиста МL по поводу поведения захватчика 
 Prob(enter )= y. 

 Eu1(build)  ≥  Eu1(don't  build) 

1.5 y + 3.5(1 - y)   ≥  2 y + 3 (1+ y) 

Итак, при   y <  1/2 , более предпочтительной стратегией  монополиста, представленого типом МL , является строительство предприятия.

Захватчик(Еntrant) (игрок 2).

Оптимальные стратегии для захватчика:

у = 1(enter),                  если                      Eu2(enter)  ≥  Eu2(don't enter) 
у = 0(don't enter),          если          Eu2(don't  enter)  ≥  Eu2(don't enter) 

y (0, 1) ,

     если         Eu2(don't  enter)  =  Eu2(don't enter) 

Уровень ожидаемой полезности  стратегий зависит от априорных ожиданий 

Prob(high )=р, 

существующих у захватчика по поводу того, какова вероятность  того, что монополист принадлежит к типу  Н ,  а также от того, как оценивает захватчик, вероятность того, что монополист с низкими издержками будет наращивать мощности, т.е. выбирать стратегию "build" . Следует  иметь в виду, что монополист, будучи представлен типом Н(т.е. имея высоки издержки), как уже отмечалось, никогда не выберет подобную стратегию(для него она является строго доминируемой). Таким образом,  речь идет о том, каковы априорные ожидания захватчика по поводу выбора этой стратегии монополией, имеющей низкие издержки, т.е. о  Prob(build/ low ), которую в дальнейшем мы будем обозначать  х. 
Eu2(enter) = Prob(Н)u2(enter/ Н) + Prob(L)        Eu2(enter/ L) =

                     =  р           (1)       + (1 - р)     [ x (-1) + (1 - x)(+1)]   = 

                     = р+(1 - р) [1 - 2x]

Eu2(don't enter) = 0 

р + (1 - р) [1 - 2x]  =  0         x = 1/[2(1-p )]
Итак,  у = 0(don't enter) ,          если          x < 1/[2(1-p )]  

у = 1(enter),                    если          x > 1/[2(1-p )] 


y (0, 1) ,                        если           x = 1/[2(1-p )]  

           Поиск равновесий по Байесу-Нэшу сводится к определению таких пар стратегий (х,у), что у является оптимальным с учетом ожиданий монополиста и его стратегии, а  х является оптимальным для игрока  Е2. Всего такого рода сочетаний чистых стратегий четыре:

(х = 0; у =0)    (don't build; don't  enter)   
(х = 1; у =0)    (        build; don't enter)   

(х = 0; у =1)    (don't build;         enter)   
(х = 1; у =1)    (         build;        enter)   


Но, вспомнив о стратегиях монополиста, описывающих его наилучшую реакцию на возможные действия захватчика, а именно 

  х = 0     (don't build),   если  у > 1/2;

x = 1      (build),   если           у < 1/2;

несложно выбрать две пары равновесных стратегий, а именно 

(х = 0; у =1)    (don't build; enter)   
(х = 1; у =0)    (build; don't enter) 

В этом случае, равновесные стратегии монополиста являются наилучшей реакцией на равновесные стратегии захватчика. Остается проверить являются ли равновесные стратегии захватчика наилучшими реакциями на действия монополиста. Впрочем, разумеется, в данном случае всё зависит от ожиданий захватчика по поводу типа монополиста , т.е. уровня  p .  

Байесовские равновесия в чистых стратегиях  

(х = 0;  у =1)    (don't build; enter)    для любого р :  x = 0 < 1/[2(1-p )]      р <  1 

(х = 1;  у =0)    (build; don't enter)      для    р < 1/2 : х = 1 < 1/[2(1-p )]       р <  1/2

Байесовское равновесие в смешанных стратегиях:  x = 1/[2(1-p )] ;   у = 1/2


Иначе говоря, первое равновесие возможно при любых ожиданиях захватчика, в то время как второе - только в том случае, если  входящая фирма  полагает более вероятным( Prob(high )= р <  1/2) низкий уровень издержек монополиста.

5.3. РАВНОВЕСИЕ ПО БАЕЙСУ-НЭШУ В МОДЕЛИ ДУОПОЛИИ КУРНО С АСИММЕТРИЧНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ.


Различие между обычным равновесием по Нэшу в статической игре и  равновесием по Байесу -Нэшу  продемонстрируем  вновь обративнись к рассмотрению дуополии Курно.

Вариант 1
Упрощающие предположения:

а)кривая рыночного спроса имеет вид  P(Q)= a - Q, где Q = q1+q2  

б) предельные затраты фирм  постоянны   МСi = ci .
	Асимметрия информации: 
	

	фирма 1 знает уровень предельных затрат МС1 = c1 и имеет некие ожидания(beliefs)по поводу уровня предельных затрат фирмы 2 ):

Prob(MC2 =c2H ) = 
Prob(MC2 =c2H )= 1 - 
 cH > cL        (H - High     L- Low   ) 
	фирме 2   известна собственная функция затрат и функция затрат фирмы 1: 

MC2 = c2
MC1 = c1



Игра с неполной информацией :

G={A1, A2,..., An; T1, T2,...,Tn; p1, p2,..., pn;U1,U2,..., Un}

	Ai   
	action space  i -го   игрока
	А1 = q1*;

 А2  =  {q2*(c2 H ), q2*(c2 L )} 

	Ti 
	множество 

возможных  типов 

 i - го игрока
	T1 = {c1 };

T2 = {c2 H, c2 L}

	pi 
	beliefs
	р2 =Prob(MC1 = c1 )=1
р1 = (Prob(MC2 = c2 H), Prob(MC2 =c L)) =(,1-)

	ui 
	полезность 

 i -го игрока
	2 L(q1,q2, c2 L)= [ (a - q1*- q2)- c2 L] q2

2 H(q1,q2, c2H )= [ (a - q1*- q2)- c2 H] q2

E1(q1,q2,) =1(q1, q2 *(c2Н), c1)+(1-)1(q1, q2 *(c2 L), c1)


Множество стратегий  игрока 1:   s1 =  q1 

Множество стратегий  игрока 2:   s2 =  {(q2(c2 H ); q2(c2 L )}

Выписав условия первого порядка, определим функции(наилучшей) реакции

q2*(c2 H )= argmax ( a - q1*- q2 - c2 H ) q2 = (a - q1*-  c2 H)/ 2     
q2*(c2 L )= argmax ( a - q1*- q2 - c2 L) q2 = (a - q1*-  c2 L)/ 2 

q1*   = argmax E1(q1,q2,)  = 

 argmax   [ a - q1 - q2*(c2H) - c1 ] q1 +(1-)[(a - q1 - q2*(c2 L)- c1  ] q1 = argmax   [(a -  c1 )/2 ] -  Eq2* ] q1  -  q12 , где Eq2*= q2*(c2 Н)+(1-)q2*(c2 L)
FOC         [(a -  c1 )/2 ] -  Eq2* ] = 2 q1*

                  q1*=  [(a -  c1 )/2 ] -  Eq2* ] /2 
Решая эту систему уравнений, состоящую из трех функций реакции(вы можете смело опустить эти выкладки)1 , получим равновесие по Баейсу-Нэшу:
q1*= [a -  2c1  + Ec2 ]/3 = [(a - c1)/ 3 ] - [(c1 - Ec2)/ 3]
 q2*(c2 H )= (a - c1 )/3 -  (c2 H/2) - (Eс2 / 6 ) 

q2*(c2 L ) = (a - c1 )/3 -  (c2 L/2) - (Eс2 / 6 )

где Ec2 = c2H  +(1-) c2 L 

Кстати,   интересно сравнить равновесную стратегию первой фирмы

 q1*=  [(a - c1)/ 3 ] - [(c1 - Ec2)/ 3] с ее стратегией в условиях полноты информации: q1* = q2* = (a - c)/ 3  (напомню, что мы полагали  c1 = c2 = c)

Фирма 1 выбирает объем выпуска(уровень инвестиций) несколько меньший, чем в условиях полноты информации, если она полагает  c1 > Ec2 , и несколько больший - в том случае, если она надеется на некое преимущество по издержкам: 

c1 < Ec2 .


Но еще более интересной   является  и зависимость выпуска  полностью информированной фирмы  2  от того, каковы ожидания партнера по поводу ее издержек, т.е. от уровня Ec2 , дополняющий традиционный  вывод о том, что фирма 2 произведет тем меньше, чем выше ее издержки и чем ниже издержки конкурента..
Чем выше Ec2  или   (при заданных уровнях c2H и c2 L)тем меньше должен быть выпуск второй фирмы.  Равновесие,действительно, не может не включать этих ожиданий, ибо их изменение влияет и на равновесные уровни выпуска.
Вариант 2 

Асимметрия информации по прежнему  существует, но не по поводу уровня издержек( кстати, в данном случае они  полагаются равными нулю у обеих фирм  c1 = c2  = 0). Она связана со значением параметра а функции рыночного спроса  

Р =  a -  Q, который известен лишь фирме 2.  Фирма 1 не знает параметра кривой рыночного спроса и имеет следующие ожидания :  

Prob(a = aH) = 
Prob(a = aL) =1 - aH > aL        (H - High     L- Low   ) .

	Ai   
	А1  =  {q1*(аH ), q1*(аL )};  А2 = q2*

	Ti 
	 T1 = {аH , аL}; T2 = {а}

	pi 
	р1 =( Prob(a = aH),  Prob(a = аL)) = (, 1 - )

р2 =р{а} =1

	ui 
	2(q1,q2, аL )=  (aL - q1* - q2) q2    

2(q1,q2, аH )= (aH - q1* - q2*) q2

E1(q1,q2,)=1(q1,q2*(аН), аH )+(1-)1(q1,q2*(а L), аL )


s1 = {(q1(aH ); q1(aL )} ;  s2 =  q2 (a) 
q2*(aH )= argmax (aH - q1*- q2)q2  = (aH - q1*)/ 2
q2*(aL )= argmax (aL - q1*- q2)q2  = (aL - q1*)/ 2
q1*= argmax (aH - q2*(aH) - q1) q1 +(1-)(aL - q2*(aH) - q1)q1 = 

 [ (aH - q2*(aH ))+ (1-)(aL - q2*(aL))] / 2 = [Ea- Eq2*]/ 2 

Решая эту систему уравнений, получим равновесие по Баейсу-Нэшу. 
q1*= [Ea- Eq2*]/ 2 = Ea/ 4 + q1*/ 4   q1* =  Ea/ 3 

q2*(aH ) = (aH - q1*)/ 2 =(aH / 2 ) - (Ea/ 6)
q2*(aL ) = (aL - q1*)/ 2=(aL / 2 ) - (Ea/ 6)
Cравните с равновесием по Нэшу в условиях полной информации: q1 = q2 = a/3  

Мы рассмотрели  игры с бесконечным множеством стратегий, но и в любой игре с  конечным числом стратегий  также существует такого рода равновесие, по крайней мере- в смешанных стратегиях.
5.4.СМЕШАННЫЕ СТРАТЕГИИ В ИГРАХ С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ. 

G={A1, A2; T1, T2,; p1, p2;  u1, u2 }

	Ai   
	А1 = А2  =  {А, В } 

	Ti 
	 T1 =  T2 = [0, х]  случайные величины  t1 и t2 равномерно распределены на интервале [ 0, х] 

	ui 
	задается платежной матрицей

	
	 ОН(2)             

	
	
	А  
	В
	 

	ОНА (1)
	А    
	2+ t1, 1
	0,0
	1-  ( с1 / x  ) 

	
	В     
	0, 0
	1, 2+t2
	с1 / x   

	
	
	 с2 / x  
	1 - (с2 / x )
	


Зададим некоторые критические значения   c1 и c2 , такие что

если t1 > c1, то игрок 1 выберет  А , и, если  t1< c1 , то В.

если t2 > c2 , то игрок 2 выберет B,  и, если t2 <  c2 , то A .
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 Ожидания игроков формируются следующим образом :

	р1(В)     =   с1 / x 
	р2(А)     = с2 / х

	р1(А)    = 1 - (с1 / x) 
	р2(В)      = 1 - (с2 / x)


Еu2 (А) =(1- (с1/x))(1)+(с1/x)(0)= (1- (с1/ x))  

Еu2(В)=(1-( с1/x))(0)+(с1/x)(2 + t2) = (с1/x)(2 + t2)
 Еu2 (А)= Еu2 (В)

(с1/x)(2 + t2) = (1- (с1/ x))  t2  =  x/с1 - 3  = с2



Аналогично:   

Еu1 (А) = (с2 /x)(2 + t1 )+[1- с2 /x](0)=  (с2 /x)(2 + t1 )
Еu1 (В) =  (с2 /x)(0)+[1- (с2/x)](1)=  1- (с2 /x)
Еu1 (А)= Еu1 (В)   (с2 /x)(2 + t1 )= 1- (с2 /x)  t1 =  (x/с2) - 3 = с1

Итак,                              (x /с1)- 3   = с2
(x /с2 )-3  = с1
Решая совместно, получим  с2  = с1   

 с12 + 3 с1  -  х = 0 с1={ - 3 + ( 32 - 4 х)1/2} /2 

(второй корень квадратного уравнения отрицателен и может быть отброшен)

р1(В) = с1 / x   = { - 3 + ( 9 - 4 х)1/2}  / 2 х

Это выражение стремится к 2/3 при х 0 
(2/3- равновесная смешанная стратегия игроков в условиях полной информации).

5.5. ПРИНЦИП ВЫЯВЛЕНИЯ(THE REVELATION PRINCIPLE) 

ДЛЯ СТАТИЧЕСКИХ ИГР С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ. (Myerson)
Принцип выявления(The Revelation Principle):

любое равновесие по Байесу-Нэшу  статической игры с неполной информацией может быть получено при помощи прямого механизма, выявляющего истинный тип игроков (insentive- compatible direct mechanism).

Остается только объяснить,что собой представляет insentive- compatible direct mechanism.

а) прямой механизм (direct mechanism)

Рассмотрим, к примеру,поведение продавца, который стремится организовать аукцион таким образом, чтобы максимизировать свою ожидаемую выручку от продажи. Наряду с  суммой денег, получаемых от покупателя, эта выручка может включать также плату за участие в аукционе( an entry fee) и пр.Эта проблема может быть существенно упрощена, если мы сосредоточим внимание на следующих классах игр:


- участники аукциона одновременно подают свои заявки, в которых оговорены их оценки(valuations), что является сигналом(возможно ложным) о их принадлежности к определенному типу iTi  .Если сигнал является правдивым, то i = ti., где ti - истинный тип  i-го игрока.;


- подав заявку i , i-ый игрок платит некую сумму  хi., размеры которой обусловлены характером всех поданных заявок  хi.=хi.(1,2, ... , n), и получает товар с вероятностью qi.(1,2, ... , n),  i qi. ≤1 

	Def.
	Статические игры с неполной информацией, в которых единственный ход  каждого игрока состоит в предоставлении заявки, содержащей  некую информацию о принадлежности игрока к тому или иному типу,  называются прямым механизмом (direct mechanism).


б)прямой механизм, стимулирующий правдивые сигналы( insentive - compatible direct mechanism)

	Def.
	Прямой механизм, в котором стратегия игрока, состоящая в подаче правдивого сигнала о своем типе является равновесной по Байесу -Нэшу, называется  прямым механизмом, выявляющим истинный тип игроков (insentive- compatible direct  mechanism).


Статическая игра с неполной информацией :

G= {A1, A2,..., An; T1, T2,..., Tn; p1, p2,..., pn;  u1, u2,..., un}

 s* =(s1*, s2*, ..., sn*)-  BNE, т.е. равновесие по Байесу -Нэшу игры G.

Построим прямой механизм, выявляющий истинный тип игроков, для которого s* также будет BNE  .Этим прямым механизмом будет новая игра с прежними T2,..., Tn  и  p1, p2,..., pn, но в ней иначе будут задаваться множества действий игроков A1, A2,..., A n и их платежные функции u1, u2,..., un. 


Множество действий в рамках прямого механизма по определению сводится к подаче некоего сообщения, содержащего информацию о типе игрока. Следовательно, множество действий  i-го игрока  Ai  совпадет с Ti .


Платежные функции игроков в прямом механизме зависят не только от игры G, но и от равновесия этой игры s* . 


 s*является  BNE  в игре G, и, следовательно, стратегия si* является наилучшей реакцией (best response) i-го игрока  на принятие прочими игроками стратегий

(s1*, s2*, ...,si-1*, si+1* , ..., sn*)

Точнее,  полагая, что i-ый игрок представлен своим  типом ti , мы можем утверждать, что si*(ti),  является наилучшей реакцией(best response) того типа, которым представлен i-ый игрок, на принятие прочими игроками стратегий

(s1*, s2*, ...,si-1*, si+1* , ..., sn*)

Платежные функции в прямом механизме будут определяться 


- подстановкой заявок, поданных игроками в этом прямом механизме, т.е.(1,2, ... , n)   в равновесные стратегии   s* игры G:
s*()=(s1*(1),s2*(2), ... ,sn*(n))

- определении выигрышей, с которыми было бы связано использование этих 
   стратегий:


          платежная функция  i-го игрока          vi(, t )=ui [s*(), t ]

Итак, это выглядит так, как будто некий арбитр предложил игрокам подписать контракт, в соответствии  с которым игрок обязуется выполнять решения арбитра в игре в G. Но прежде чем перейти к этой игре, игроки участвуют в игре"прямой механизм", подавая  арбитру заявки, декларирующие  их принадлежность к тому или иному типу  i . Далее, полагаясь на эту информацию, арбитр определяет те действия, которые следует предпринять каждому игроку в основной игре:    s*()=(s1*(1),s2*(2), ... ,sn*(n)). Игроки, в соответствии с контрактом осуществляют действия, предписанные арбитром, и получают выигрыш, размер которого зависит как от характера предписанных им действий, так и от их подлинного типа.  


Принцип выявления провозглашает возможность достижения  равновесного по Байесу -Нэшу состояния( если, разумеется, оно существует в данной игре) путем прямого опроса участников о их принадлежности к тому или иному типу. Проблема состоит лишь в определении условий при которых участники игры предпочтут посылать правдивые сообщения .

Соответственно,  неопределенность, связанная с типом игрока,  иногда может быть преодолена использованием механизма сделки , делающего более предпочтительным правдивое сообщение о собственном типе. Рассмотрим следующий пример.


Пример  1.  В игре участвуют два игрока: покупатель и продавец. Продавец обладает единицей товара, в приобретении которого  заинтересован покупатель, но истинная оценка товара покупателем и продавцом известна лишь им самим. Продавец полагает, что покупатель с вероятностью 0.8 оценивает товар в $ 3 и с вероятностью 0.2 в $1. Покупатель полагает, что с вероятностью 0.2 оценка товара продавцом равна  $ 2 и с вероятностью 0.8 равна $0.


Будем полагать, что что истинные оценки покупателя и продавца равны соответственно $3 и  $ 0. В случае, если бы эта информация была бы доступна обоим игрокам , сделка непременно состоялась бы , и товар был бы продан по некоей цене, лежащей в интервале между $0  и  $3. Однако в условиях асимметрии информации( в данном случае - взаимной) , сделка может быть сорвана, если продавец  будет настаивать на том, что его оценка товара равна  $2 , в то время как покупатель будет ограничивать свою оценку $1. Как будет выглядеть прямой механизм, стимулирующий подачу игроками правдивого сигнала?


Определим платежные функции , оговорив уровни цен, по которым сделка будет осуществляться, при подаче игроками различных сообщений .  

	 а11  Если продавец не будет скрывать свою истинную оценку товара - $ 0, а покупатель будет настаивать на том, что его оценка равна $ 1, то цена будет равна $ 1 (из трех единиц общего излишка две достаются покупателю). 
	а12  Поскольку продавец настаивает на том, что его оценка равна $ 2, в то время как покупатель ограничивает свою оценку $ 1, сделка оказывается невозможной.

	а21  Устанавливается некая цена Р :

0 ≤ Р ≤ 3


	а22  Если покупатель не скрывает своей истинной оценки, а продавец преувеличивает ее до $ 2, цена устанавливается на уровне $ 2

(из трех единиц общего излишка две достаются продавцу). 


	
	
	
	Продавец

	
	
	
	0.8
	0.2

	
	
	
	 $0
	 $2

	Покупатель
	0.2
	 $1
	1
	Нет  торга

	
	0.8
	 $3
	Р
	2


Перейдем от матрицы цен к обычной платежной матрице.

	
	
	
	Продавец

	
	
	
	0.8
	0.2

	
	
	
	 $0
	 $2

	Покупатель
	0.2
	 $1
	3-1,1
	0,0

	
	0.8
	 $3
	3-Р, Р
	3-2,2


В каких условиях(т.е. при каком  изначально задаваемом диапазоне цен   Р) подача правдивого сообщения о своей оценке будет выгодной для  игроков?

Определим ожидаемый выигрыш  продавца от подачи им различных сообщений:

Eu(0) =0.2(1)+0.8(Р) = 0.2 + 0.8Р           ожидаемая полезность правдивого сообщения
Eu(2) = 0.2(0)+0.8(2) =1.6                       ожидаемая полезность ложного сообщения
 Если Eu(0) ≥ Eu(2), то продавцу не имеет смысла скрывать свою истинную оценку, т.е. он будет выявлять свои истинный тип. Это условие будет выполняться, если уровень цены  будет не ниже 1.75
0.2+0.8Р  ≥ 1.6  Р ≥ 1.75

Аналогично для покупателя:

Eu(1) = 0.8(2) +0.2(0)  = 1.6                    ожидаемая полезность ложного сообщения
Eu(3) = 0.8(3-Р)+ 0.2(1) = 2.6 - 0.8Р      ожидаемая полезность правдивого сообщения
Eu(3) ≥ Eu(1)    2.6 - 0.8Р  ≥1.6  Р ≤ 1.25
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В данном случае не существует такого уровня цены, который бы стимулировал обоих игроков заявлять свою истинную оценку, и, как следствие этого, сделка  не состоится.


Пример  2. Изменим вероятности:

	
	
	
	Продавец

	
	
	
	0.5
	0.5

	
	
	
	 $0
	 $2

	Покупатель
	0.5
	 $1
	3-1,1
	0,0

	
	0.5
	 $3
	3-Р, Р
	3-2,2


В этих новых условиях:

	
	для продавца:

Eu(2)= 0.5(1)+0.5(Р)=0.5+ 0.5Р

Eu(0)= 0.5(0)+0.5(2)= 1

Eu(2) ≥ Eu(0)   
               0.5+0.5Р ≥1  Р ≥ 1
	аналогично для покупателя:

Eu(1)=0.5(3 - 1) + 0.5(0)=1

Eu(0)= 0.5(3-Р)+0.5(1)=2 - 0.5Р

Eu(0) ≥ Eu(2)
                 2 - 0.5Р ≥1  Р ≤ 2 


При установлении 1 ≤ Р ≤ 2  оба игрока предпочтут сообщить арбитру свои истинные оценки(insentive- compatibility constraints are met)  и, следовательно,  стратегии подачи правдивых сигналов являются BNE .
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Как было показано в примере 1, асимметрия информации иногда(но не всегда!- см. пример 2) не возволяет достичь того исхода,который был бы избран в условиях полной информации, так называемого "первого наилучшего" исхода (the full information efficient outcome или  " first best" solution). Но это отнюдь не означает, что на все относительно "худшие" исходы( "second best" solutions ), единственно доступные в условиях асимметричной информации, следует навесить ярлык неэффективности.


Механизм  торга(a mechanism for determining allocations)в условиях неполноты информации является  механизмом, эффективно создающим стимулы для честного поведения( insentive efficient), если не существует иного(лучшего) 
альтернативного механизма, приспособленного к этим условиям, и если все стороны предпочитают его первоначальному механизму. 


В процессе торга стороны, как правило, вырабатывают такие правила игры, т.е. такой механизм, который  стимулирует подачу правдивых сигналов.Существенно при этом и то обстоятельство, что подача правдивого сигнала сокращает так называемые bargaining costs, т.е.  трансакционные расходы, связанные с заключением  взаимовыгодного контракта. Лишь сокращает, ибо сколь бы честны ни были партнеры в  отношениях друг с другом, неполнота информации  требует расходования ресурсов на проработку контрактов, т.е. прогнозные оценки, более четкое описание возможных ходов, соотнесение предполагаемых доходов с расходами  и пр.


Например, часто при заключении контрактов качество продаваемого товара без дополнительных расходов трудно оценить как покупателю, так и продавцу. Например, если речь идет об участке земли, то его реальная ценность может варьироваться весьма существенным образом в зависимости от того, содержатся ли в его недрах полезные ископаемые,  существуют ли планы строительства вблизи этого участка тех илих объектов, способных повлиять на оценку продаваемого участка и пр.  Расходование средств на преодоление такого рода неопределенности обоими участниками сделки, т.е. как продавцом, так и покупателем будет сопряжено с потерями общественного благосостояния, т.е. неэффективным расходованием ресурсов. Соответственно формируются механизмы (институты), препятствующие такого рода неэффективности .


Практика продаж алмазов, практикуемая картелем "Де Бирс".


Продажа алмазов, казалось бы должна сопровождаться тщательной оценкой каждого камня, осуществляемой как продавцами, так и покупателями. Однако с тем, чтобы избежать излишних расходов, сопряженных с такого рода оценкой, был выработан принципиально иной механизм торговли. Покупателям, проявившим интерес к приобретению алмазов определенного размера и качества предлагается   определенный набор алмазов соответствующих  общим  характеристикам испрашиваемых алмазов. Покупатель не имеет права  претендовать на изменение состава алмазов, входящих в сайт и не может торговаться по поводу цены показанного ему набора алмазов, он должен либо принять, либо отклонить сделанное предложение, т.е. используется принцип  take-it-or-leave-it .


Подобная жесткая схема безусловно отчасти представляет собой результат монопольного положения продавца на рынке алмазов("Де Бирс" контролирует 80% рынка необработанных алмазов).Но дело не только в этом. Если бы допускалось обсуждение цены  алмазов, то покупатели неизбежно расходовали бы ресурсы на оценку камней. Подобную же оценку пришлось бы осуществлять и продавцу, отказавшись от существующей системы лишь  поверхностной классификации камней на группы. Отказ от обсуждения условий сделки с покупателем предотвращает возможные попытки возложить расходы по оценке камней на продавца, а отказ от дальнейшего сотрудничества с покупателем, не принявшим предложение, предотвращает возможное давление на продавца с целью достижения более благопрятных условий в будущем.

5.6.ДИНАМИЧЕСКИЕ ИГРЫ С НЕПОЛНОЙ ИНФОРМАЦИЕЙ. 

  СОВЕРШЕННОЕ РАВНОВЕСИЕ ПО БАЙЕСУ.


В последовательных играх: тип игрока может быть определен  по  его ходам (рассчитывается апостериорная вероятность того, что игрок, совершивший данный ход(ы) принадлежит к определенному типу игроков) 
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Поскольку в этой игре невозможно, не разбив информационных множеств, выделить какие-либо усечения игры, то все равновесия по Нэшу, которые можно выделить в игре G: (enter; collude)(stay out; fight) , являются одновременно и  SPNE. Сравните с ранее рассмотренной ситуацией, когда  в подобной игре с совершенной информацией равновесие (stay out; fight), основанное на необоснованной угрозе укоренившейся фирмы, отбрасывалось как несовершенное. 


Каким же образом возможно сократить количество NE  в подобных играх? 

Существуют различные подходы к решению этой проблемы.

1) Trembling Hand Perfection(Perfectness)(Selten,1975).

2)Совершенное равновесие по Байесу(Perfect  Bayesian  Equilibrium) и

3) Sequential  Equilibrium(Kreps& Wilson,1982).

Мы будем рассматривать только 2) (близкое, а при определенных условиях совпадающее с 3))
   СОВЕРШЕННОЕ РАВНОВЕСИЕ ПО БАЙЕСУ(PERFECT BAYESIAN  EQUILIBRIUM) И 

ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЕ РАВНОВЕСИЕ КРЕПСА / УИЛСОНА

(SEQUENTIAL  EQUILIBRIUM  KREPS& WILSON)

Def.       В игре, представленной в экстенсивном виде, информационное множество находится на равновесной траектории ( is on the equilibrium path), если оно достигается с некоторой 
положительной вероятностью, если игра играется в соответствии с равновесными 
стратегиями игроков, и находится вне равновесной траектории ( is off  the equilibrium path), если оно заведомо не будет достигнуто , если игра играется в соответствии с равновесными стратегиями игроков.
Def. 
Совершенное равновесие по Байесу(Perfect Bayesian  Equilibrium) представляет собой 
комбинацию стратегий  и ожиданий игроков, удовлетворяющих условиям (1- 3).


Условие 1 оговаривает равенство суммы вероятностей достижения  позиций информационного множества  1.В  каждом информационном множестве игрок, осуществляющий ход, имеет некоторые ожидания по поводу того, какая из позиций информационного множества достигнута в результате хода предыдущего игрока. Для информационного множества, состоящего более чем из одного элемента эти ожидания представляют собой  некое вероятностное распределение, для singleton inf. set : вероятность достижения этого информационного множества  заведомо равна 1. 

Условие 2 Cтратегии, избираемые игроками с учетом имеющихся у них ожиданий, должны быть последовательно рациональными (sequentially rational).Это означает, что действие, избираемое каждым игроком в  информационном множестве должно быть оптимальным при данных ожиданиях игрока и существующих вариантах поведения игроков после достижения этого информационного множества(other player's subsequent strategies). 

Условие 3   В информационных множествах, находящихся на равновесной траектории игры(оn the equilibrium path)  ожидания игроков определяются с учетом правила Байеса и равновесных стратегий игроков.
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1 q1*= [(a - c1)/2 ] - (Eq2* / 2 )= [(a -  c1 )/2 ] - [(a - q1* )/4 ] + Eс2 /4   


 q1*= [a - 2c1 + Eс2]/3 


 q2*(c2 H )=(a-q1*-c2 H)/ 2=(a-c2 H)/ 2-[a-2c1+Eс2]/ 6 =(a+c1)/3- (c2 H/2) - (Eс2 / 6 )


q2*(c2 L)=(a-q1*-c2 L)/ 2 =(a-c2 L)/ 2 - [a-2c1+Eс2]/ 6 =(a+c1)/3-(c2 L/2) - (Eс2 / 6 )





